PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY - ZS 2008/2009 - SERIE [.

,Jako slunce zastinuje hvéezdy svym jasem,

tak i vzdélany clovek muze zastinit sldvu

druhyjch lidi ze spolecnosti, bude-li predkladat

matematické ulohy, a dosahne jesté vic,
bude-li je resit.”

Brahmagupta

1. Opakovani: upravy algebraickych vyrazu, rovnice a nerovnice

1. Upravte dany vyraz a urcete podminky, za kterych ma dany vyraz smysl:

a) (T+Z+a+y): (5-5%) 2 #0,y #0, v # +y; 2]

2

b) ( )2&:—1—2 (2 )1 2 10-2z v € R; 25574

25

) VE 72

2. Reste v R nasledujici rovnice a nerovnice:

[z € (—o0; —2) U(1; +00)
\/5 x <2 [z € (1;5)
L =0 [ \/g

3. Reste v R?, resp. R? nésledujici soustavy rovnic:

1

l\')

J
k

a) |z + 1] < 0,01 & € (—1,01; —0,99)]
b) |2z — 1 < |z — 1| [z € (0;3)]
c) 2l7= 3‘—16 [z € {-1;7}]
d) [z € {£3}]
e) |x —|—3x+2|—2x+4 [z € {—2;1}]
£) ol +12 — 2 =2 [z € (0;2)]
g) sinz =1 [z € {£ + 2km, 2w + 2km, k € Z}]
h)3+|2x—1|<0 9]
) 5 ]
) ]
) 2 ]

._.

a) 9r + 12y = 7 b) 2+ 2 =2
c) 3r — 2y + z = 1
r + 2y + z = 5
r — 6y — 2z = =9
4. Urcete definiéni obor funkce:
r—3
a) f(z) = —— [z € (—00;2) U(6; +00)]

V0T —4—2



T

b) f(x):\/(x—l)(x—l—l)

1
VIO = e

d) f(z) =In(12 — 42 — 2%)

2. Komplexni ¢isla

1. Urcete redlnou a imaginarni ¢ast komplexnich cisel:

[z € (—=1;0) U(1; +00)]

[z € (—o0; —3) U(—2; +00)]

[z € (=6;2)]

1+ 1 3 1
U T == 1 + 10
91
b) 2= =+ (i—2)(4— 1) r=—1 1 13
1 1 1
— - —1_
U T . !
2. Vypocitejte:
1—-3: 10
) 1255 Vsl
. 25 .
b) (=5 —%%) [~3 — %
3. Vypoditejte (1 +4)~% pomoci a) Moivreovy véty b) binomické véty. 2]

4. Preved'te komplexni ¢islo na goniometricky tvar:

a) z =1+ /3i.

b) zz?—i?
— 3

C)Z:Z .
241

5. Reste v C rovnici 2% =1 + 4.

[2(cos § +isin §)]
[cos I + i sin Ir]

[vV2 (cos 37+ isin gw)]

6. Vypocitejte redlny parametr c¢ tak, aby rovnice 22 — 6z + ¢ = 0 méla komplexni

kofen, jehoz imaginarni ¢ast je rovna —2.
Urcete oba kofeny rovnice.

[c=13; 21 =3 — 2i, x5 = 3+ 2i]

7. Urcete vSechna realné ¢isla b tak, aby pro komplexni ¢isla z = 3—bi platilo |z| > v/10.

Tato ¢isla zndzornéte v Gaussové roviné.
8. Ktera komplexni ¢isla vyhovuji rovnici

a) zZ2+z=6+21

o

)
) 2=

c) 22—42+6=0
d) 22— iz+6=07

{1+ 2i,—2+2i}
[{0, £1, +i}
[{2 £ V/2i}

]
]
]
{3i, —2i}]



3. Dikazy

10.

11.

. Dokaite, ze ¢slo /2 je iracionalni pro kazdé pfirozené n > 2.

Dokazte, ze prvocisel je nekonecné mnoho.

Dokazte, ze soucet tietich mocnin t¥i po sobé jdoucich ptirozenych cisel je délitelny
deviti.

Dokazte, Ze pro viechna pfirozena ¢isla n je n® — n délitelné Sesti.
Dokazte, ze pro viechna piirozend ¢&sla n je n” — n délitelné sedmi.
DokaZte, Ze pro kazdé piirozené n je &islo n* + 3n? délitelné ctyfmi.

Dokazte pro vSechna piirozena n: jestlize ¢islo n? + 2 neni délitelné tfemi, pak je
tfemi délitelné cislo n.

Dokazte binomickou vétu:

(a+b)" = z": (Z) atonr

k=0

Dokazte, ze ¢islo 21 déli pro kazdé ptirozené n &islo 471 + 52n—1,
Matematickou indukci dokazte, ze pro kazdé n € N plati

1
a) 1+2+...+n:%

b) 12+22+---+n*=n(n+1)(2n+1)
c) B+2 4+ 4nd=(1+2+---+n)?
d) n!l < (”T’Ll)n, pron > 2

e) 1+34+5+ -+ 2n+1)=(n+1)°

B LR SN SRR S
1-2 2-3 3-4 nn+1) n+1

NP SR S 1 o

813735 5.7 2n—-D@2n+1) 2n+1

Dokazte, ze pro o € R an € N plati:

(cosp +isinp)” = cosny + isinne.



12.

13.

14.

15.

16.

Matematickou indukeci dokazte vzorec pro soucet prvnich n ¢lentu geometrické po-
sloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢. Rozliste ptipad ¢ =1 a ¢ # 1.

Uvazujte aritmetickou posloupnost a,,; = a, + d, d € R. Matematickou indukci
dokazte vzorec pro n-ty clen této posloupnosti.

Dokazte, ze libovolnou c¢astku penéz vétsi nez 4K¢ vyjadrenou v celych korunach 1ze
sestavit jen uzitim dvoukorun a pétikorun.

Fibonacciho posloupnost {F},} = 1,1,2,3,5,8,13, ... je definovéna rekurentné takto:

F1:1,F2:]_,Fn+2:Fn+1+Fn pI'OTLG[N.

n
Dokazte, ze plati identita Y F; = Fj o — 1.

i=1
Je dano n navzajem ruznobéznych primek v roviné, z nichz zadné tii neprochézi
jednim bodem. Na kolik ¢asti rozdéli vsechny tyto pfimky rovinu? Své tvrzeni fadné
dokazte!

4. Funkce a jejich vlastnosti

1.

Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei:

1
a) f1($)iy:m b) fo(z):y = |In|z|
) fol@):iy=(z—372+1 d) ﬁ;(x):yz%
e) fs(z):y=sin(z—-7F)+1 f) fe(x):y=2cos2zx
g) filz)y=———5+1 h) fs(z) 1y =tg(z+m)
i) fo(x):y=(r+2)°—4 j)  fiol(r) ry=logy(r +1) -3
k) fu(x):y = |cotgm| ) fio(z) 1y = tgz]
2
m) fia(z) 1y = cosicfj (:)s x| n) fulr):y= |ZZEg$
g |
0) fis(z):y= % p) fis(z) 1y =sinx + sin|z|

q) fir(z):y =Insinz r) fis(z) :y=In(Insinz)



2. Rozhodnéte, které vlastnosti funkce ma a které neméa:
je/ neni periodickd/ sudd/ lichd/ omezena.

a) f(z):y=4x—cosx
b) f(z):y=In(a®+5)
&) f(z) :y=n(lz] +5)
d) f(x):y=z+223.

3. Rozhodnéte, které vlastnosti funkce ma a které nema:
je/ neni rostouci/ klesajici/ nerostouci/ neklesajici.

a) Yy = eQz—i—l
b) y = In(1 - V)
c) y:ﬁ—i-?), x € (2;00).

4. Rozhodnéte, které funkce jsou na svém definiénim oboru prosté:
a) f(zr)=+ve** +1 lano, = € R]
b) f(z) =1+ logx [ano, x > 0]
c) f(z)=1+|z|. [ne, z € R]

5. K nésledujicim funkcim (na pfislusném definiénim oboru) stanovte inverzni funkei:

a) f(z) =+vVe2 +1,1€R; [fY(z) = 3In(z? —1); z € (1;00)]

b) f(z) =1+logyx,xz>0; [fHz) =10*2% 2 € R]

&) f(@) =1+al, 2 <0 @) =1z o> 1

d) f(x)=2>+1,2>0; [ z) =vz—1;2>1]

e) f(z) =In(2 - x), z € D(f); [f7H(z) = (2—e")% z € (—o0;In2)]

£) f(z) =2In(1 —b5z), x € D(f); [fHz) = é(l —ez); x € R]
6. Rozhodnéte, které funkce jsou na svém definiénim oboru periodické:

) Jla) =

b) f(z) = 3cosdx

c) f(zr) =5+ 5sin(5 —2)

d) f(x) = cose”. [ a) b) ¢) periodické ]

7. U periodickych funkei z pfedchoziho piikladu tohoto odstavce urcete jejich primi-
tivni (nejmensi kladnou) periodu. [a)p=2m b)p=17 c)p=4n]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY — ZS 2008/2009 — SERIE II.

,Ldtce rozumite bezpecné teprve tehdy,
kdyZ jste schopny ji vysvetlit vlastni babicce.“
A. Finstein

5. Cyklometrické funkce
1. Urcete nasledujici hodnoty:

arcsin 60°, arcsin 0, arcsin V2

a 2

)
b) arccos, arccos 1, arccos 1
c) arctg0, arctg 1, arctg v/3

d) arccotg (—1), arccotg0, arccotg (—v/3).

2. Nakreslete grafy funkci:

a) arcsin(sin )

b) cos(arccosz) .
3. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkei:
2) : y = 2arccos(§ — 1) D(f) = (0:4), H(f) = {0;2n))
y = 2arceos VI — 27 + 5 D(f) = (~L;1), H(f) = (5:5+ 7))
= arctg L D(f) = R\{0}, H(f) = (~5:D\{0}]
: y = In(arctg (1 — 22)) D(f) = (~o0; 1), H(f) = (~o0;In 5)]

.y = arcsin(In x) [D(f) =€), H(f)=(-%5:3)]

f) f(z) -y = arctg [D(f) = (0;1), H(f) = (3 3)]

1
V1—z

4. K danym funkcim najdéte funkci inverzni:

a) f(x):y = 2arccos(3 — 1) [f7H(x) =2cos 5 +2, D(f")=(0;27)]
b) f(z):y =2arccosv/1—a22+45 [f~(x) neexistuje, f(z) neni prostd]
c) f(x):y = arctg ; [fH(z) = cotgz, D(f™) = (—3;5)\{0}]
d) f(x):y=In(arctg (1 —2z)) [f~'(z) = 5(1 —tge”), D(f™')=(-o0;In3)]
e) f(z):y = arcsin(Inz) [f @) = e, D(fY) = (=5 3)]

f) f(x):y = arctg

1
VI-VE



5. Ovérte platnost nasledujicich identit:

a) Vo € (0;1) arcsin /1 — 22 = arccos
b) Vz € (—1;1) arcsin r + arccos r = 3
c) Ve e R arcsin —t— = arctgx
d) Vo € (-1;1) arctg —~—= = arcsin .
y y
EASY
2 |
y=ar csi nx |
‘ X
-1 o 1
[ o
2
y y
7T
,,,,,,,,,, 2 %
y=arct g x N:ar ccot g x
0 X T
2 \
,,,,,,,,, R
2 0




PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY ZS 2008/2009 — SERIE IIL.

,Ldtce rozumite bezpecné teprve tehdy,
kdyZ jste schopny ji vysvetlit vlastni babicce.“
A. Finstein

1. Supremum a infimum

1. Zjistéte, zda mnozina M je omezené (resp. omezend shora nebo zdola) a urcete jeji
infimum a supremum. Zjistéte, zda existuje maximum a minimum dané mnoziny:

a) M = {4} b) M ={-3,9,v/3,m —4 n2}

c) M = (-5,5m) d) M = (-5,57)

e) M = (5,57 £) M=N

g) M = (—oc0;m) h) M=Q

i) M=R i) M={ineN}

k) M ={5;neN} ) M={233,.... 2 ;neN}

m) M ={n?—m?*née€NmeN} n) M= {n?>—m?*meNn>m}
2. VySetfete existenci suprema a infima mnoziny A:

a) A={2sinz,x € R} b) A={z reR}

c) A={arctgz,z € R} d) A ={arccosz,xz € (—1;1)}

e) A= {arccosz,x € (—1;1)} f) A= {arccosz,xz € (0;1)}

3. VySetTete existenci suprema a infima mnoziny M a podle definice dokazte, ze jde
skutecné o infimum/ supremum:

a) M ={15,n€N} [sup M =1, inf M = 3]
b) M = {23 n e N} [sup M =2, inf M = 1]
c) M:{%WEN}. [supM:%, inf M = —1]

4. Uvedte priklad mnoziny, ktera ma supremum, ale nemé maximum.

5. Uvedte priklad mnoziny, kterd ma infimum, ale nema minimum.

2. Limita posloupnosti

n—l—l_

1. Dokazte podle definice, ze lim 1.
n—oo  n
2. Dokazte, ze
0 la| <1
1 a=
lim a" =
nee 00 a>1

neexistuje a < (—1).



100
3. Vypodtéte limitu  lim ——

[Limita posl. ve vlastnim bodé nema smysl!]

n-2n3 41
4. Ovéite, ze
T}Lngonmzo prom € Q™
Jim n™ = +o0 prom € Q*.
5. Vypoctéte limity:
1000 1000
a) lim — b)  lim —— z
3 3/m - si |
c) lim vn d) lim Vn -sin(nl)
n—oom 41 n—oo  n 41
e) lim (=2)" + [2)0 b)0 ¢)0 d)0 e) 3]

n—00 (_2)n+1 + 3n+1

6. Vypoctéte limity:

a) nlinolo(n?’—n2—|—2n—1) b) nlirrolo(n4—2n3—n5+4)
3_9 m? 4 — 3
O tim =2 Q) g 23
n—oo 2n3 4+ 1 n—oo  p3—1
(2% + 30— 2\’ .32 —2n+1
e) lim (———— f) lim ———
n—oo \ nb —3n? + 1 n—oo  /Bp — 2

[a) 400 b) —o0 ¢)

7. Vypoctéte limity:

5 1 2 n—1 Bl 1+2+---+n n
a) ettt T N )
O lm 12422+ +n? 4 Tim P42+ 4 n?

n—00 n2 n=s00 n4
&) lim (2n — 3)*(3n +2)%° £ lim 2n3 + 6n

n—00 (27’L + 1)50

8. Vypoctéte limity:

a) lim (—1)" b) lim%
3yn
c) lim Lvn) d) lim n

9. Dokazte pomoci véty o limité vybrané posloupnosti, ze lim sinn neexistuje.
n—oo



10. Vypoctéte limity:

n+y/n+n
vn—+1
vnZ+1—n

n

&) lim (Vi+1—v)

lim

n—oo

a)

c) lim

n—oo

11. Dulezité priklady limit:

n—oo n!

1
0g, N _0

lim

lim /a =1

n—oo

lim V/n! = +00.

n—oo

12. Dokazte, ze nhnolo Un=1.
13. Vypoctéte limity:
a) lim i#
n—oo f=k(k + 1)
14. Vypoctéte limity:
a) lim VA4 B+ Cn, A, B,C >0
31 211
b) lim sgn (n 000n* + 1)
n—oo n
o Inn+nd+Lper+5n
c) lim &
n—cc logn 4 nt 4 57 4 n34"
2)! !
4 lim (n+2)!'+(n+1)

n—= (n+2)! — (n 4+ 1)!
15. Vypoctéte limity:
(n+1)(n*+1)---(n™+1)
T1

m

[(mym + 1)

lim

n—oo

a)

3 4
lim Vn+ n+n

b

) n—00 V2n +1

d) lim (y/n(n+a)—n),a€R

) Jim (~1Va(aTT - Vi)
c)0 d)§ e)0 f)neexistuje]

a>1,keN,

a>0,keN,

a > 0;

[ndvod: aplikace véty "o dvou policajtech”]

L 1
b) lim —_—.
) naookz::l‘/rﬂ_}_kx

lim In(n+1)—Inn

n—o00 2

b)




In(2 3n
c) Jim (sin(In(n 4+ 1)) — sin(lnn)) d) lim 1223%3”%

[a) m~ 2D b)0 ¢)0 d) 1]
16. Vypoctéte limity:

In(1+ /n+ /n) . Vnt+3n—1-—n?

li b) 1
2 T v o) N RS Y
3n3 cos(2n) (2n? + 1) sinn
-7 d) 1l
C) n—oo  2In3 +1 ) nl_’n’;o 3n3

17. Vypoctéte limity:

1 8n+7
a) lim <1 + 2—>

n—o0 n

n°

b) lim (V3 —sinn — cosn)

c) JLrgo<\3/n3+\/_—€/n3—l)\/3n3+1

"k
d) nh_)nc}oztnfj, r€eR

k=1

18. Najdéte limitu posloupnosti zadané rekurentné:

a) alz\/ﬁ,GQZ\/2 \/57,..’@714_1:‘/2—'_@”
1 1

b) a; >0, an+1:_(an+_)
2 an

1
1+a,

c) ay =1, apy1 =

19. Vypoctéte limity:

) i (1+o 85 . L 1)Im keN, ap>0
a n1—>nc}oa0 ) 100 n ) y Qo
NR|" 2NR|" 2NR|"
b) i — — = N > 1582.
) nergo{365+ cos T + [cos 200 }, R =90, > 158




PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY ZS 2008/2009 — SERIE IV.

,Bez prikladu, poucek a cviceni
se nicemu neuct, leda nespravné.“
Jan Amos Komensky

1. Limita funkce

V nésledujicich tlohach vypoctéte limity:

. 22 —1 . x3
Loa) lim o b) fim, <x2+1 —90)
i YO 225 o 1 1 o)
C 1m 1m —
=8 =2 e—2\22 -2z 2?2 -4

2 a) 1 1% — 27 41
i
& z—1 50 — 27 4+ 1
oo+ 342" —n "
b) lim i [2) £ b) 2(n+1)
1 1422)(14+32) —1 1 1422)...(1 —1
b Gy LD 20030 =1 (14 )4+ 20) (14 )
z—0 x z—0 x
1 " (14 na)™ 2z )
) lm( +ma)" — (1 + nx) d) Tim (22 —z —2)
20 x? e—2 (23 — 12x 4 16)10
m__ 1 n+l 1
e) lim = f) lim = (n+ Dz +n
z—1 g — 1 z—1 (x_l)Z
m n z3 x?
li - h) 1 —
g) zlinl<1—xm 1—90”) ) xirgo<2x2—1 2x+1>

[0)6 b), D) 2n+1) o) ™(n—m) d) (2" o= g im-n) h)}l]

222 41
4. a) lim b) limz (vVa2+1—+vVa2—1
. 4 3/ 5 32 . \4/5—2
c) zh_}rgloa,’B (\/x +1—Vx 1) d) :}Lr?6\/_—4

e) :}Lrlgo\/ﬁ(\/x+1+¢x—1—2ﬁ)f) limm_m<\/x+\/x+\/_—\/x—h/x—k\/f)
g) limi\/zm_1 h) lim7{1/1+—9€_1

z—0 x z—0 x



10.

11.

i)

lim
xz—0

a)
)

[ a) neexistuje b)

a)
)

[ a) neexistuje b) 0 c) £~

[2)0 D) & ©) o2

a)

c)

1.
:ELICILI_', 1‘2_(12
23 b),1 )2 d)i e -1

Vi+z—3Y1+x

xOé

Y1+ ax — 1+ bz

_1

lim sinz
r——+00

sin nx

lim —
=7 sin max

. y/cosx — {/cosx
lim —5
z—0 sin” x

1 — cosz cos 2z cos 3x

lim
z—0

1 ——cosz

—L b) V2 ¢)14 d)0]
In(1+ 3%)
m ————7— -
200 In(1 + 27)

log, x —log, a

lim
z—a T —a

d) —log2 |

aloga
li !
1m ——-
vy 3/1 — 1

lim sgn z*
z—0

H1 gt L i)k o]
a1 1-2
a<l 0
a>1 m>n...—oo,m<n...+ 00

VIt —V1—x
b) lim — .

0 YTtz — V1

[a) & -

b) limcos:l:

Tr—T €T

tgxr —t

d) lim 2281

t—a o —a

c)1l d)1+tg2a]

b)

d)

(v zéavislosti na

b)

d)

lim (sinvz + 1 —siny/x)

T——400
1 1
sinx sina

r—a

lim

Tr—a

cosa

parité n, m) d) —<%% |

sin“ a
V1 — cos z2
1—cosx
1 — \/cosx
lim

2—0+ 1 — cos\/x

lim

. In(cosax)
lim ———=
z—0+ In(cos bx)

lim1 (1 —x)log, 2

lim arctg (Inx)

r—-+00

r— —00

) 1
lim arccotg —
x



12.

13.

14.

15.

16.

e) lim (2% —2’“) f) lim e®arctgx

r—-+00 r——00
1 1
¢) lim In——— ) lim 2
r—1 (]_ — g’j)2 rz—0_ tg[L‘

[a) +oo b)F ¢)1 d) 5 e)1 f)0 g) +oo h) —oo]

a) lim arccotg (e”) b) lirf arccotg (e”)
)i 1 Q) i .1
¢) lim ——— im arcsin —
z—04+ arctg (sin x) w—1y NG

[a) 5T D)0 ¢)+oo d) §]

1 xT
a) lim (1 — —) b) lim (sinx)tgx
T—00 T z—Z
1+ tga \ e z+a\”
c) lim <7g) d) lim ( >
e—0\1+4sinz z—oo \x — @

[a)e™ D)1 ¢)1 d)e*]

x arctg — —
a) lim x (g — arcsin ﬁ) b) lim gﬁ%

arcsin ———
¢) lim — Y=+l d)

. T
I Jig stz = )

[a)1 b) =3 ¢)1 d) —1]

) log® x ) o
a) xgllloo 176 ) «, ﬁ >0 b) :131*15{100 e%a
In(1+ €*)
. @ 8 .
c) xlg&:c log"z, «a,0>0 d) xgrfm —
1+lnz
e) lim °

T—00 ln(e?ﬂi + e—3z)

[a)0 b)0 ¢)0 d)1 e)g]

24 To—44 1
a) hmx—l-—x b) th
2 6ot 0 In(1 - x)
x—2 sin x tgx
lim ————— d) li < —
°) wl—%\/x—k -2 ) ) JlscosycjL

2 _2x+1
) linparceotg ¢ " sin) 0 e 55

[a) £ b) neexistuje ¢)4 d)2 e) I f)0]

a,3>0



17.

18.

19.

20.

21.

2 iny L
22 Sz — 1\*
a) lim 'smx b) lim < ‘ )
t—0  SInzx z——o0 \ 3x + 2
lim (L227) d) lim (1+2)°
0 Jm (55) ) Jig 1+
[a)0 b)e! ¢)e* d)e]
1 —1 v
a) lim n(a+2) na’ a>0 b) lim © +:€
z—0 x z—+oo arctg -
log x — log 10 x

lim

lim =——°=>" d -
C) xLHiIO log 1?0 ) t—0 /1 — cosx

4
a) im y/In i 1 3 b) xggrrloo In (a,rctg e’h)
1—yx
c) lim ST d) lim ( i :c)
ToT x — T =04 \2 4+
. 1+=x 1;—f . 1+=x lf—f
e) lim < > f) lim < >
g) lim <\/9x2 + (20— 1) — /922 — (20 — 1))
[a) 0 b) —oo ¢) —1 d) % e)1l f) % g) —%]
. 1 . log(z? —x+1)
a) lim b) lim
) Jizg, V9z + 222 — 21/2 ) log(z*0 + 2+ 1)
in 2% 341
c) lim _areme d) lim ——— v
e——1\ 7 4 arccotg x z——1gin (r + 1)

)22 Bl 93]
sinx __ 1 . 3
a) lim xie b) lim COSL = COS 9T
z—0 1 —cosx z—0 22

2sin’z +sinx — 1

c) lim — i
e—Z% 2sin“z — 3sinx + 1

[a)2 b)4 ¢) —3]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY PRO UCITELE
ZS 2008/2009 — SERIE V.

»Matematika ndm neslizi len na pozndvanie prirody,
ale je tiezZ mohutnym ndstrojom na jej ovladnutie.“
Stefan Schwarz

1. Derivace funkce jedné realné proménné

1. Vypoctéte nasledujici derivace:

a) f'(m), f(x) = VI +cosx

b) f'(0), f(x) = tg(sinx)

¢) f'(x), f(z) = In(1+ VT +27)
d) f'(x), f(x) =10

e) f/(=3), f(x) = |z +3|

£) f'(x), fz) = e

g) f'(z), f(x) = (arctgz)V™

h) f'(x), f(z) = 2.

2. Ve kterych bodech maji krivky o rovnicich
_ 3 _ 2
y=2"—r—lay=3r"—4or+1
rovnobézné tecny? [(1,-1), (1,0)]

3. Dokazte, ze funkce
1

r+1

f(x) = arctg v/z + arcsin
je pro z € (0; 00) konstantni a urcete hodnotu této konstanty.

4. Dokazte, ze funkce

1
f(z) = arcsin V1 — 4z + 5 arcsin(8z — 1)
je konstantni. Urcete hodnotu této konstanty a defini¢ni obor funkce f.

5. Vypoctéte derivace nésledujicich funkei ve vsech bodech defini¢niho oboru:



2. L’Hospitalovo pravidlo

Vypoctéte limity:

c)

_ogr e
lim —
20 15% — 3¢

In sin ax

im :
z—04+ Insin bz’

lim (1 —e*)cotgw

z—0

a,b>0

i By 2 ¢)1 d)0]

s
1‘—>2

lim<x __7

cotgx  2cosx

b)

b)

d)

. 7 —2arctgx
lim —————

lim zlna?
z—04

. T +sinx
lim ——
T—o0  — SIn g

[a) =2 b) 2 ¢) —1 d) 1, ale I'H nelze pouzit |

3. a)

c)

[a)1 b)e ¢)0 d) 3]

4. a)

c)

[a)0 b)1 ¢)1 d)1]

5. a)

c)

[a)2 b)1 c¢)e* d) 2]

6. lim

z—0

lim (sin7z)™?

r—1_

lim xe®

r— —00

) 1
lim (cotga: — —)
z—0 xX

lim z*
z—04

.oef—e T —2x
lm ———
z—0 X —SsInx

1
lim zimets)

T—00

In(1+z)* — 4z + 22 — 32 + 2*

6sinx — 6z + 23

b)

d)

lim (sin x)ﬁ

z—04

. 1—cosz?
lim T2 2
z—0 x°sInx

. 2 *
lim (—arctg :c)
z—0 \ 7T

lim
z—0 ;[2

. tgr—=x
lim ———
z—0 r —sinx

coshx — cosx

[16]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY PRO INFORMATIKY
ZS 2009/2010 - SERIE VIII.

10, co stoji za sdélent, se vejde do dvou tri rddku.
Zbytek jsou vysvétlivky k nejasnym formulacim.

1. Prubéh funkce

Pfi vySetfovani prubéhu funkce postupujte podle téchto krok:

1.

10.

defini¢ni obor;

. pruseciky grafu s osami souradnymi;

spojitost v bodech defini¢niho oboru; sudost, lichost;
limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti, pokud existuji;

asymptoty v co a v —oo, vertikalni asymptoty;

. existence a hodnota oboustranné derivace, resp. jednostrannych derivaci;
. maximalni intervaly, na nichz je funkce monoténni;
. extrémy a lokalni extrémy;

. maximalni intervaly, na nichz je funkce konkavni, resp. konvexni, inflexni body;

nakreslete graf funkce a urcete obor hodnot.

Vysetiete prubéhy nasledujicich funkei:

1 x
f(@:m b) f(@:xg_l
f(x) = ze™® d) f(z) =2In’z
fa) = ) =t
f(x) =e"20 —1 h) f(z) = 2%

f(z) = arctg (Inx) j) f(z) =z — 2arctgx
r? —2r+1 2z

f(@:W 1) f($):x2+1

fla) = 2 W (@)= |2 - e

14z
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1. TAYLOROVA VETA. TAYLORUV POLYNOM

1. Najdéte Tayloruv polynom stupné n funkce f(x) v okoli bodu z(:

a) fl@) =15, w=0, n=2 [Ty(z) = L + La]
b) f(l’)zehﬂa’ 290=0, n=3 [T3(x) =1+ 22 + 22 %373]
c) f(x)=V1+zxsinz, =0, n=3 [Ty(z) = & + 2a? — Lo

2+ 1 4 o
d) f(x):2—lnx+1, rg=0, n=2 [T3(x) =24z — 527

2. Najdéte Tayloruv polynom 2. stupné pro funkci
f(@) = Va2

v bodé zy = 3. Vyjadiete zbytek a z jeho tvaru zjistéte, zda je f(3,1) vétsi nez

3. Pro ktera z plati
22
cosrt ~1——
2
s chybou mensi nez 0,5 - 10747 [Jx] < 0,186121]

4. Jestlize nahradime hodnotu e hodnotou Taylorova polynomu patého stupné, do-
pustime se chyby mensi nez 10757 [ano]

5. Pomoci Taylorova polynomu vypoctéte limity:

a) lim (1— ‘1 ) [0]

: 1

. e"sinz —x(z+1) .
) lim — 2]
d) lim cosx -arctgr — x [%]

z—0 x(2e* —e?* — 1)

6. Najdéte Tayloruv polynom 2. stupné pro funkci

1
v okoli bodu zy = 1. Vyjadfete zbytek a z jeho tvaru dokazte, zda plati f(0,9) >

T5(0,9). [Ty(z) =1+ 2(x — 1) 4+ 3(z — 1)2, neplati]




7. Energie volné castice je v teorii relativity dana vztahem

Ukazte, ze pro v < c piedstavuje veli¢ina T = E — mqc? kinetickou energii Newto-
novské mechaniky:.

2. EXTREMY FUNKCE NA DANE MNOZINE

1. Mezi v8emi obdélniky se zadanym obvodem L najdéte ten s nejvétsim obsahem.

[Etverec o strang Z]

2. Do kruhu o poloméru R vepiste obdélnik s nejvétsim obsahem.

[¢tverec o strané %]

3. Z koule o poloméru r vyriznéte kuzel maximalniho objemu.

[polomér podstavy %ir, vyska 7]

4. Na valcovou konzervu se smi spotfebovat S dm? plechu. Jaké m4 mit rozméry, aby
méla co nejvétsi objem?

[polomér podstavy r = ,/6%, vyska 2r]

5. Do elipsy 422 4 9y? = 36 vepiste obdélnik maximalniho obsahu. Uréete jeho roz-
méry.

[a =3v2, b=2V?2]

6. Urcete rozméry vélcové nadoby s (resp. bez) vika tak, aby pifi objemu 2 litry méla

nadoba minimalni povrch.
_ 3/1 _ 3/8. — 4y — 3/2
r=/%v={Eresp.r=v= /%

7. Urcete stranu ¢tverce, ktery musime vystfihnout ve vSech rozich obdélnikového pa-
piru o rozmérech 8 cm x 5cm tak, aby po sloZeni vznikla krabicka maximalniho
objemu.

[1cm]
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L, Vyhybam se s hrizou nejjednodussimu scitani; ale podnes litugi, Ze jsem nebyl ani
trochu zasvécen do tajemstvi integrdlu a diferencialu. Nebot nent, myslim, ucelem stredni
skoly, aby absolvent podrzel slovicka a vzorce, jimZ se ucil, nybrz myslenkove metody, na
kterych to vse visi. Umét, to je docasné, ale porozumét, to je trvalé obohaceni ducha.“

K. Capek
1. PRIMITIVNI FUNKCE

1. Dokazte, ze dané dvé funkce Fi(z) a Fy(x) jsou primitivni k téZe funkci a urcete
konstantu, o kterou se lisi:

a) Fi(r)=Inhvx—2+3, F(z)=Iny2zx—-4
b) Fi(r) =cos2r, Fy(z)==6cos’x+4sin*z

2. Dokazte, ze funkce F'(z) je primitivni funkce k f(x):
a) F(x)=z(arctgx +arctg 2) +m, f(z) =%, >0

b) F(z) = In(z + vaZ T 13), f(z) = ﬁ

3. Najdéte pfislusné primitivni funkce (a provedte zkousku):

a) /(x3+x2—2x)dx b) /(3x—7)dx /xT
Q) [+ 20 de o [eE-nwErnaen [

249 341
o) /x+xdx h) /‘“r do i) / LA
rx—1 x+1 x+2

j) /(sinx—2cos:c)dx k) /(cos?)x—i-?):c—l—l)dx 1) /sin2a:da:

4. Najdéte primitivni funkce:

a) /\/x\/xﬁdx {%x% +C'_
b) /sinx-cos:pd:p {—icost+C’_
1 -

z  rpr—1 T
c) /e 5% dx {511156(56) +C_
/—dx r <0 [~z + C]
e) /x5 dy . [2°y + C]

5. Najdéte primitivni funkce (metodou substituce):



533[: 1
a) / 5% dx [ +C

3Inb |
1 ]
b) /\/2x+3dx {§(2x+3)%+0
)/ L 4 {1 in 2z 1 C|
¢) | ———=dx — arcsin 2x
V1 —4z? 2 ]
1 1 x T
d) / o dz barctg 5T C_
)/ L g {1 tg 2z + C|
¢ | 2 parctg 2 |
1 2¢ |
n | dz. V2 arctg e
6. Najdéte primitivni funkce (metodou substituce):
1
a) /x\/:p2+3dx [g(x2+3)%+0
b) /1;36 do (1 + %) + C]
1
¢) / ——da (1 + %) + C]
3% 1
d d —arctg3® + C
) o &2 o garets +
1
—dx. 2
e) /x2+4x+5dx [arctg (z + 2) + C]
7. Najdéte primitivni funkce (metodou per-partes):
a) /xe’”‘“ dz [—e™®(z+ 1)+ (]
23
b) /lenxdx lg(Blnx—l)JrC]
c) /ln(x+1)dx [(z+1)In(x+1) —x+ C]
d) /xcosdex [%Sin2$+iCOSQ$+C}
e) /arctg:pdx. [zarctgz — 1 In(1 + 2?) + C]

8. Zvolte vhodnou metodu a najdéte pfislusnou primitivni funkci:

a) /tg%dx tgx — x + C]



sin 2x

dx

b
) 5cosx
c) /sin2§dx
cos 2x
d /7d
) sin? = cos? x o
e) /lnxdx
f) /cotgxdx
g) /singxdx

b) /de

i) /<ﬁ+ %) dw
i) /xzx/mclx
k) /x2sinxdx

) / cos® z sinz dz

m) /ln—xdx
x
n) / arcsin z dz
0) /sinx-lntg:pdx
p) /ln(x+\/1—|—x2)dx

Q) /lnsinxdx

sin?

r) /sinx -8in 2z - sin 3x dw

s) /sinlna:d:c.

[—%COSI—FC}
[%x — ssinz + C}

[—cotgx —tgx + C]|

[tlnz —x+ C]

[In|sinz| + C]
[—cosz + 5 cos® x4 C]

3 (xm + arcsin x) + C]
2V23 + 2y/z + C]

24/ (2% +5) + C]

[—2? cosw + 2xsinz + 2cosx + C|
[~ costz + C]

[$In*z + O]

[z arcsinx + /1 — 22 + (]

[—cosz-Intgx +ln|tg(g)| + (]

[zIn(x + V1 +22) —V1+ 22+ C]
[—cotg x(1 + lnsinz) — z + C]
[ cos 62 — - cosdx — L cos 2z + C]

1
24 16 8

[5(sinlnz — coslnz) + C]
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Matematikovy vytvory, stejné jako malirovy ¢i bdsnikovy,
must zaugmout svoji krdsou ... Krdsa je zakladnim méritkem
a nepéknd matematika nikde ve sveté dlouho neobstoyi.

G. H. Hardy

1. Najdéte prislusné primitivni funkce. Spravnost vypoctu si ovérte derivovanim vysledku.

1 1
b) / = sin . dz

c) / sin® z cos z dx

d) / cos® z dx

1 1,3
e) /cos4xdx [tg:r+§tg {E—i-C'}

f) /(thx —tgx)dx

t
8) /(1—}—152)2 dt [ndvod: volte p(t) =1+ t2]

1
h /70115 tvod: volte o(t) = 1+ {2
) oy [nédvod: volte p(t) ]

) arctg/r 1
1 .
Ve 1+

1
j d
J>/a+bx2 v

\/x+1_\/x_1 < . z+1
k) Vr+1+z— 1dx [navod. volte t = \/;}

1)/@@:

1
—d
w) [ e

1
S i : vol =
n) / S+ sinla dz [ndvod: volte t = tg ]

dz [nédvod: volte p(z) = arctg /7]

navod: volte vV1 —4z — 22 =1+ a:t}

1

d wvod: volte t =t 2
o) /3sinx+2008x+5 v [mdvod: volte g (z/2)]




1
/,2 - o dx
sin“ x + 3sinx cos x — cos?

1
V) [ et
r)

COS T

—dz
V1+sin?z

eil:
s) /Tﬁ 7 dz

1
) sinz + 2coszx v

) /2sin:1:— 3cosx
u
sinx + 5cosx

dx

V) /\/ﬁdx

1
W) / dz
V12x — 922 — 2

1
X) /—dx
222 —4x +5

[ndvod: volte t = tg x]
{névod: volte vVI+ 2 + 22 = x + ]
[névod: volte z =sinx, V1 + 22 =z + ¢

1
{ln
2

e’ —1

e +1

+c
[névod: volte t = tg %

-ln-——"—— ——2+4+C
4 n(tg:c—|—5)2 SR

1 2 1
{2 arcsin <3x) + C’_
{névod: volte t = 3*2/§x - \/§

()¢

ll tg?z+1 1

——arct
5 arctg

3
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,Védeni je poklad, ale praze je k nému klic.“
Thomas Fuller

& Teoreticky zaklad: urcity integral Newtonuv a Riemannuv, nevlastni integral, apli-
kace urcitého integralu

1. URCITY INTEGRAL

1. Vypoctéte:

a) / 2% sin z dx (73 — 67]

) /(x—\x+2|) —12]
' 2%, x€(0;2

o [ faas f()={§ e £ 48103

' x3, r € (1;3) -

/f z. fle —2x 4+ 10, x € (3;4) 23

2. Vypoctéte nevlastni integraly:

7%—96 do 1]

—00, integral diverguje]

2
(ps) 34— 4]

=
) [
]



/ rln x [ integral diverguje |
0

/ >y dz. [ integral diverguje |
0
3. Vypoctéte:
[1
a) ﬁlnxdx /—lnxd:c @) —1;b) —4]

1

4. Rozmyslete si, zda lze u nasledujicich pfikladu pouzit nabizenou substituci:

4
a) / va?—1dz, z=sinz [nelze]
1

s

1+ tg?
b) /% de, k>0,k#1, y=tgw. [pfimo nelze, problém v I
0

2. STREDNI HODNOTA

1. Vypoctéte stiedni a efektivni hodnotu stfidavého proudu
i(t) = I, sinwt. T=0,1;="2I,

2. Vypoctéte stfedni hodnotu funkce
1

ft) = e intervalu (—1;1). %]
3. Odhadnéte hodnotu integralu
3
1:/;@. 0.37 < T < 1.16]
x4+ 2

1

3. GEOMETRICKY VYZNAM URCITEHO INTEGRALU

1. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného grafem funkce

fiy=a*—x—2 aosouuz. [252]

2. Urcete obsah obrazce omezeného kiivkami o rovnicich
) _ 2 )
y==x a y=2—2x°. [§ 7

3. Urcete obsah obrazce omezeného kifivkami o rovnicich

y=12> a y = 4. (857



. Uréete obsah obrazce omezeného kiivkami o rovnicich

y=2", y=2a z =0. [2 — (In2)715?]
. Urdete obsah obrazce ohrani¢eného parabolou P : y = —2%+4x — 3 a jejimi te¢nami
v bodech T = [0,31] a Th = [3, y2). 1357]

. Urcete obsah rovinného obrazce ohrani¢eného grafy funkci
fz) =gcos’x, g(z)=cosz,z€(-5;5). [55°]
. Urcete obsah rovinného obrazce ohraniceného grafy funkci
flz)=2x—2%, g(x)=22>—4z,ah(zr)=—x. [257]

. Urcete obsah obrazce omezeného kiivkami o rovnicich

r=1, y=22-1 a y=2—|r—1], z € (—oc;1). [577]
. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
1. Vypoctéte plosny obsah obrazce ohrani¢eného grafy funkei
a) f(z) =tgz, g(z)=tg%x, ze€(0,%) [Z —1+1InV2
b) f(z)=(2z-1)ln(1-=), g(z)=0, z€(0,3) [—5(2Ing +1)]
¢) f(z)=xcos2z, g(z)=0, ze(-%,0). [z — 1]

. Vypoctéte délku kiivky zadané parametricky

a) x(t) = /(142t)%, ylt (2-1)3 t€(-3,2) [3(v20° — 1/2,5%)]
b) z(t) =v1—t, y(t) = \/ﬁ te(-1,1) [7277']
c) z(t) = \/4—, yit)=t+1, te(-2,2) [27]
d) z(t)=2—t, y(t) =9 — 12, t€(-3,3). [37]

. Vypoctéte objem sudu s parabolickou oblinou, je-li polomér dna r, polomér stied-
niho fezu o > r a vyska sudu v?

. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohraniceného grafem
funkce

a)f(yc):l cosl, x€<%,oo) b)f(x):l Sinl, x€<%,oo)

T T T T
a osou = kolem osy . Nadrtnéte graf funkce f(z). [a) 7; b) 27]

. K¥ivka r = sin 2 ma tvar ,,dvojlistku®.
Vypoctéte plosny obsah P jednoho listku. 5]



10.
11.

. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohraniceného grafem

funkce 1
fl#) = ===, 20
(14 22)3
a osou x kolem osy x. Nacrtnéte graf funkce f(x). [ 2]

. Vypoctéte obsah ¢tvrtiny kruhu o poloméru R lezici v I. kvadrantu pomoci aplikace

urcitého integralu. Soutadnice uvazujte
a) kartézské b) poléarni.

. Vypoctéte délku kruznice dané

a) kartézsky b) polarné.

. Vypocététe objem paraboloidu vysky v. [2mv?]

Vypoctéte povrch plasté kuzele o poloméru podstavy R a vysce v.

Vypoctéte délku kiivky zadané v polarnich soutadnicich

r(o) = 4p, <€ (0,27). [Amv1+47m2 + 21In(27 + V1 + 472)]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY — LS 2008/2009 - SERIE IV.

1. MINOZINY BODU V_E™ A JEJICH VLASTNOSTI

Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce dvou proménnych f(z,y) a rozhodnéte, které
z nésledujicich vlastnosti mnozina D(f) ma / nemd: oteviend, uzaviend, souvisla, kon-

vexni, omezena, kompaktni?

. f(:c,y)zlnj_x3

o flz,y)=va®+y?

o flz,y)=vi-a?—y’

o f(z,y) = arctg (y — x)

o fl,y)=vVrt+y+vVr—y
o flmy)=v4-22+Vy? -1
o flz,y) = 1— (22 +y)?

e f(z,y) =In(zln(y — z))

o flay) = — +1y2_1

o f(z,y) =arcsiny + In(4 — 22 — 3?)

4_1'2_?/2
x? + 92

o f(x,y)= y_%—l—\/:c—y?.

2. FUNKCE VICE PROMENNYCH

o f(z,y)=

1. Nadrtnéte graf funkee f(x,y):

a) f(r,y) =2 +y°

b) f(z,y) = VaZ+y?

c) flz,y) =2" -y

d) f(z,y) = 22% + 3y

e) f(z,y) =8 —22% — 2y?
f) flz,y) =4 —22.

[ je oteviend |

[ je ot., uz., souv., konv. ]

[ je uz., souv., konv., omez., komp. |
[ je ot., uz., souv., konv. ]

[ je uz., souv., konv. |

[ je uzavien4 ]

[ je uz., souv. |

[ je oteviend |

[ je ot., souv. |

[ je oteviend |

[ je konv., souv., omez. |

[ je souv., omez. |

[ nemé zadnou z uvedenych vlastnosti |

[Pozn. rota¢ni paraboloid ]
[Pozn. rota¢ni kuzelovéa plochal
[Pozn. ,sedlo”]

[Pozn. rota¢ni ,elipsoid®]
[Pozn. rota¢ni paraboloid]
]

[Pozn. ,tunel“ - polovina vélcové plochy



2. Vypoctéte limity:

2, 3 2
a)  lim M 4]
yl—-12 (2 —y)
b) lim —Y [limita neexistuje]
[z,y]—[0,0] T + Y
)
c) lim (" +y ) 20]
(el {00 \/3:2 + y +4
. -y
d lim ———— 0
) [,y —[0.0] x2 -y 0
2
e) lim 2 [limita neexistuje]
[.y]—100] 2% + y?
2
f) i Y [limita neexistuje]

lim ——2—.
[z,y]—[0,0] z* + y?

3. Rozhodnéte o spojitosti funkce

a) f(r,y) =8 — 222 — 42 [funkce je spojita na svém def. oboru |

b) f(xz,y) = ilz [funkce je spojita na svém def. oboru |

c) flx,y) = %3;2 [funkce je spojita na svém def. oboru |
2

d) flz,y) = it [funkce je spojita na svém def. oboru |

x? + y?
e) f(z,y) = sgn(sin(z? +¢?)).
[funkce neni spoj. v bodech {[z,y] € R? : 2* +y? = km, k € 7} ]

4. Vypoctéte parcidlni derivace ofay) dfy).

Jox ! Jy
1

)f(x,y):x3y+2x§+3x [3—£:3x2y+§+3,‘3—£:x3_2y_ﬂg]
b) f(z,y) = et [f(x,y) = 5L =51
&) f(w,y) = arctg (z +) 2Ll o
Q) f(,y) = sin(2s +y) 2L = 2.c08(22 +y), 2L = cos(2z + )]
L of _1 2f _ _ =

) flz.y) = (52 =y 5y =~
) J(o.9) = VP P N T

5. Napiste rovnice te¢nych rovin k plose
2?4+ 2% +32° =21

rovnobéznych s rovinou « : x + 4y + 6z = 0.
m:x+4y+62—21=0,79:2+4y+ 62+ 21 = 0]



6. Dokazte, ze plochy

r+2y—lnz4+4=0 a P —ry—8r+2+5=0

se dotykaji v bodé T' = [2, -3, 1]. [v daném bodé maji totozné teéné roviny]

7. Vypoctéte gradient funkce f v bodé A:

IL‘2

S = ) A= 2737_1 27_17_1
a) f(z,y,z) s [ ] [( )]
.
b) f(z,y) :arcsmﬁ; A=[-31] [(%7%\/3)]
c) flz,y) =zy+32° —y*; A=[2,—4] [(8,10)]
x
d = . A=11,2]. 2,—1
) fa) =i A=D2 (2.1
8. Najdéte body [x,y], ve kterych mé funkce
142y
f(z,y) = In
x
seadicnt grad f(s,) = (~1%,1). Ay = -3, A3
9. NapiSte rovnici tecné roviny k plose z = /1 — (22 + y?) v bodé
a) A= [, 5] [z +y— =0
b) B=[3,3]. 22— 2y — 2 +/2=0]

10. Urcete body, v nichz mé funkce
fla,y) =2 +y* = 3ay
derivaci ve sméru libovolného vektoru rovnou nule.

11. Dokazte, ze funkce
x

u(z,y) = m—y\/aHy

vyhovuje uvedené parcialni diferencidlni rovnici:

0*u 0*u 0%u

—2 =0.
Ox? Ox Jy * Jy? 0

[A=10,0], B =[1,1]]

12. Napiste Tayloruv polynom stupné n = 3 pro funkci f(z,y) na okoli bodu [0;0]:

f(x,y) = cosx - cosy. [T3(z,y) =1+ 3(—2? — y?)]

13. Vypoctéte totalni diferencial funkce
T4y 1+ 32

1+ 22

[, y) = arctg

: dz +
1 -y T—ap)?+ @+ (=)t (z+y)

dy



14.

15.

16.

17.

18.

Pomoci totalniho diferencidlu vhodné zvolené funkce ve vhodném bodé vypoctéte
pribliznou hodnotu

0,98

arcsin [f(z,y) = arcsin § v bodé [1,2], = 0,494731]

9

Pomoci diference i diferencialu urcete zménu obsahu obdélniku, jehoz strana
a = 65 cm se zvétsi o 1 cm a strana b = 1,10 m se zmensi o 2 cm.

Dokazte, ze funkce
u(@,y) = In(z* + zy + y*)
vyhovuje parcialni diferencialni rovnici
u Ju

gty
x@x y@y

Vypoctéte totalni diferencial funkce
flz,y) = xv/a? +y? v bodé A = [1,2].
[df(1,2) = ©Bdx + 25dy]

Napiste rovnici tecné roviny k plose urcené grafem funkce

f(z,y) = 2* + zy?

v bodé A = [2,1, z4].
[T:2=10413(x — 2) +4(y — 1)]
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1. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

1. Najdéte lokalni extrémy funkce vice proménnych:

a) f(z,y) = 2® + 32y® — 150 — 12y [lok. max. v b. [~2, —1], lok.min. v b. [2,1]]

y? o 222 , )
b) f(z,y,2) =x+ yp + m + 2 lok. min. (3,1, 1], lok. max. [—3,—1, —1]]
c) flw,y,2) =2*+y>+ 22+ 2z + 4y — 62 [lok. min. v bodé [—1 —2,3]]
d) f(z,y,2) =2 +y*+ 2> —xy — 22+ 3y — 42 + 6 [lok. min. v bodé [, —3,2]]
e) f(z,y) =6zy — x> —y3 [lok. max. v bodé [2, 2] ]
f) flz,y) =22 —(y—1)? [funkce nemd zadny lokalni extrém]
g) f(z,y) = (22 + 2y* — 22 + 16y + 34)7* [lok. max. v bodé [1, —4]]
h) f(z,y) = V9 — 22+ V4 — 2 [lok. max. v bodé [0, 0] ]
i) f(x,y) = e ¥ (22 +2y?) [lok. max. v bodech [0, 1], lok. min. v bodé [0, 0]]
i) f(z,y) = e*(x + y? + 2y) [lok. min. v bodé [3, —1]]

2. Urcete absolutni maximum a minimum funkce
flzy) =2 +9* -2z —4y +1
na uzavieném trojihelniku s vrcholy A = [0,0], B = [3,0], C' = [0, 5].
max. f([0,5]) =6, min. f([1,2]) = —4]
3. Najdéte absolutni extrémy funkce

flay) =ay’*(4 -z —y)
v uzaviené oblasti M = {(z,y) € R? : 2 >0,y > 0,2 +y < 6}.
max. f(1,2) =4, min. f(2,4) = —64]
4. Najdéte lokalni extrémy funkce
50 20

flz,y) =2y+ — + —
Ty

uvnitf obdélniku (0, z) x (0,y). [lok. min. v bodé [5, 2]]
5. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2* + y? za podminky x +y = 1.

[lok. min. v bodé [3, 1]]

6. Najdéte absolutni extrémy funkce
f(z,y) = 2* + 22y — 4 + 8y
v uzaviené oblasti M = {(z,y) € R?: 0 <2 < 1,0 <y < 2}.
[max. f(1,2) =17, min. f(1,0) = —3]



10.

11.

12.

13.

14.

Urcete rozméry pravoihlé vodni naddrze o objemu 32m?tak, aby dno a stény mély
dohromady co nejmensi povrch. [4m, 4m, 2m]

Urcete rozmeéry kvadru s danym objemem V' tak, aby kvadr mél minimalni povrch.

[a=b=c= V]

. Cislo 24 rozlozte na soucet tii kladnych ¢isel tak, aby jejich sou¢in byl minimélni.

8 + 8+ §]
Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce
f(xv y) =z¥ -z

v bodé [1;1; f(1)]. Zjistéte, zda ma funkce v bodé [1;1] lokalni extrém.

[z =0, nemé extrém, jde o sedlovy bod|
Najdéte lokalni extrémy funkce
flz,y) =2 +yla.

V téchto bodech napiste obecnou rovnici tecné roviny ke grafu funkce f.

[funkce nemd zadny lokalni extrém]|
Najdéte lokalni extrémy a sedlové body funkce
flz,y) =2Inzy —2* —y

a napiste obecnou rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v nékterém z nalezenych
extrému. [lok. max. [1,2], z =2In2 — 3]

Najdéte lokalni extrémy funkce
fla,y) =2*(1+2y") — 2.

V téchto bodech napiste obecnou rovnici tecné roviny ke grafu funkce f.

[lok. min. [1,0], f(1,0) = —1, z = —1]

Najdéte lokalni extrémy a sedlové body funkce
1 2
flr,y)=y+ ; —2In"x

a napiste obecnou rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v nékterém z nalezenych
extrému. [lok. max. v bodé [1, —1], z = —2, sedlovy bod [1, 1]]
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1. FUNKCE VICE PROMENNYCH - DERIVACE SLOZENE FUNKCE

1. Jsou dany funkce
flu,v) =ue™, g(z,y,2) = [zyz,z + 2y + 37]
a funkce slozena F' = f o g. Vypoctete (:L’ Y, 2).

2. Jsou dany funkce
F(a,b), alz,y) =zy, by, 2)=yz
a funkce slozend f(z,vy,2) = F(a(z,y),b(y, 2)). Vypoctéte i(:10 Y, 2).

[aigz (z,y,2) = aaab(yx +yz) + aa_}z:]

3. Jsou dany funkce
F(a,b), a(x,y,2)=2>+v% bz,y,z2)=a>+7>
a funkce slozend f(z,vy,2) = F(a(z,y, 2),b(x,y, 2)). Vypoctéte %(x Y, 2).

2
[Baxgy('r Y,z ) - 4.Ty (8(12 + gaé;;)]

4. Jsou dany funkce

F(a,b), a(z,y,z)=xyz, b(z,y,2z)= 2%+ 22

a funkce slozend f(z,vy,2) = F(a(z,y, 2),b(x,y, 2)). Vypoltéte 2az(:p Y, 2).

[82(2);(37 Yy, z) = %§x2y2+ 5a (%21’,2 + aF 7]

5. Necht z € C1(R?). Transformujte diferencialni vyraz
82 0z
— Y5
8y ox
do polarnich soutadnic r, ¢ (z =rcose, y = rsiny).
Uvazujte (r, ¢) € (0,00) x (0, 27). {g—;' Z(r, @) = z(:p,y)}

6. Necht z € C'(R?). Transformujte diferencilni vyraz

x% +vy 0=
ox &y

do polarnich soufadnic r, ¢ (z = rcosg, y = rsiny).
Uvazujte (r, ) € (0,00) x (0, 27). [7’%; Z(r, @) = z(x,y)}
7. Transformujte Laplacetuv operator
0z 0%z
Nz=— +—
“T B + oy?

., o . 8%z | 1 .8%2 | 18z
do poléarnich souradnic. [ oz T 2oz T vor



2. FUNKCE ZADANA IMPLICITNE

1. Najdéte pro funkci y = f(x) definovanou implicitné rovnici
y+siny—x=0

Taylortv polynom 3. stupné v bodé [0, 0]. [T3(x) = 32 + g52°]

2. Zjistéte, zda spojité funkce y = f(z) definovana implicitné rovnici
et — 2y +2y=0

je v bodé [1, —1] rostouci / klesajici / konvexni / konkévni.  [klesajici, konkavni]

3. Ovéfte, ze v okoli bodu A = [0, 0] je rovnici
F(z,y) = 2%y —siny —sinz =0

implicitné definovana funkce y = f(x). Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce
f(z) v bodé o = 0 a pomoci tohoto polynomu vypoctéte piibliznou hodnotu

f(_07 2)‘ [TZ(x) =7, f(_07 2) = 07 2]

4. Ovétte, ze v okoli bodu A = [1, 1] je rovnici
F(z,y)=zlny —2ylnz =0

implicitné definovana funkce y = f(x). Zjistéte, zda v okoli bodu xy = 1 je funkce

f(z) rostouci, klesajici, konvexni, konkévni. M4 funkce f(z) pro xy = 1 lokalni
extrém? Nacrtnéte graf funkce f(z) v okoli bodu A. [rostouci, konvexni]

5. Ovéfte, ze v okoli bodu A = [1,0] je rovnici
F(z,y) =y +cosy—2*=0

implicitné definovana funkce y = f(x). Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce
f(z) v bodé xy = 1 a pomoci tohoto polynomu vypoctéte pribliznou hodnotu f(1,1).

[To(x) = 3(z — 1) + (v = 1)% f(1,1) = 0,375]
6. Ovéfte, ze v okoli bodu A = [—1, 1] je rovnici
Fz,y)=z+y—Iny*=0

implicitné definovana funkce y = f(z). Zjistéte, zda v okoli bodu xy = —1 je funkce
f(z) rostouci, klesajici, konvexni, konkdvni. M& funkce f(x) pro o = —1 lokélni
extrém? Nacrtnéte graf funkce f(z) v okoli bodu A. [rostouci, konvexni]
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sT0, co stoji za sdélent, se vejde do dvow t7i radki.
Zbytek jsou vysvétlivky k nejasnym fomulacim. ©

OBYCEINE DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

1.

]

Dokazte, ze funkce p(z) = — In(14x) je na intervalu I = (0; oo) fesenim diferencialni
rovnice
xy =e' — 1.

2
. Dokazte, ze funkce p(x) = — je fesenim diferencialni rovnice
) zr
ar-y’ +y==x
a najdeéte partikularni fedeni prochazejici bodem [1;2]. [C'=3,2¢€(0,00)]

. Zjistéte, které z funkei ¢;(x) jsou fesenim dané diferencialni rovnice:

' +4y +4y=10;

a) pi(z) =ae b) pa(z)=Ae >, A€eR
c) pa(z)=Ae ¥ + Bre * A BeRd) gulr)=-sin2z
e) ys(r)=e *sin2x. [o1, 02, 3]

2
vy . r_ . v . .
. Oveérte, ze funkce . : p.(x) =14 ceT, ¢ € R jsou FeSenim rovnice

Y =aly—1)

na intervalu (—oo, o0). Najdéte maximalni YeSeni této rovnice prochazejici bodem

(zo,y0) = (V2In3,2).

. Najdéte vsechna reseni diferencialni rovnice

y = 3a”.

Najdéte vsechna jeji maximalni feSeni prochazejici bodem (1,4).

SEPARACE PROMENNYCH

. Najdéte obecné teseni diferencidlni rovnice

=y +1

a dale urcete alespon jedno maximalni feseni, které prochazi bodem (

.1)‘

NE



-1

10.

11.

Uvazujte rovnici
y =3y
jako rovnici tvaru y" = f(z,y) a ovéite, ze funkce f je lokalné lipschitzovska na
oblasti OF = {(2,y) € R%1y > 0} i Q™ = {(z,y) € R*;y < 0}. Ovéite, ze funkce
prpo(x)=(r+c), ceR

a funkce ¢y = 0 jsou feSenimi této rovnice. Najdéte alespon ¢tyfi maximalni feseni
prochazejici bodem (1,0).

. Najdéte partikularni fedeni diferencialni rovnice

Y —ysinz =0

vyhovujici pocatecni podmince y(5) = —e. [y = —el7 z e R

. Najdéte partikularni fedeni diferencialni rovnice

y = 2y — 6x
vyhovujici poc¢atecni podmince y(0) = 4. y=3+¢" z€ R}
Najdéte partikularni fedeni diferencialni rovnice
!

Y
1 = =cotg:
Y 2c<:gr

vyhovujici pocatecni podmince y(5) = 2. y=2ysinx,x € (0 ?1'):|

Reste separaci proménnych rovnice:

a) Y =V1-y?
by =y
o)y =y
d) y =y5
e)?z%
£y =2

T

g) 2y —4y+3=0
h) (1—-z)y=1+y.



VARIACE KONSTANTY

12. Najdéte obecné Teseni diferencialni rovnice:

, , —cosx + C ]

a) xy +y=sinx —— ., x>0, resp. . <0

x |

. aarcsinz + C' |

b) (1—a?)y =ry+a,acR, |z] <1 Y= Jxl <1

) (=) =ay+a, a ek, o = el <

) -2ty =2y+axr,a€R, |z <1 y:—a—l—L 9:|<1ﬁ

' ’ ’ V1=’ |

d) y+y=cosz [y = i(sinz + cosx) + Ce ™ .z € R]
2

o)y — ——y=1+2a2. y=(C+a)(1+2?),2eR

Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice

2

Y 4 2xy = e
[y = (322 + Cle" x e lR}
Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice
y +ycosx = sin2z.
[—y = (2sinz — 2) + Ce™ 5% 2 ¢ lR}
Najdéte obecné reSeni diferencialni rovnice

! elﬁ
y —y=—
h

[y =Ce" +e"In|x

,x > 0 resp. x < 0]
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Vedeovy predsudky se nazguaji “teorie”.
M. Twain

LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE, SPECIALNI PRAVA STRANA

1. Dokazte, ze funkce fi(t) = e %, fo(t) = te™® tvoii fundamentélni systém FeSeni
linearni diferencialni rovnice 2. fadu a tuto rovnici sestavte. [ + 42" + 4z = 0]

Lo

Dokazte, ze funkce fi(t) = sint, fa(t) = cost tvori fundamentalni systém feseni
linearni diferencialni rovnice 2. fadu a tuto rovnici sestavte. [y +y=0]

3. Najdéte obecné reseni diferencialni rovnice:

a) ¥y’ — 5y’ + 6y =0 [y = C1e?* + Che™® |z € R]
b) 4y’ —3y' = 0 [y:C'l—kCQe%“:,:rER}
c) 9y + T2y + 225y =0 [y = e74(C} cos 3z + Cysin3z) ,x € R]
d) 44" +y=0. [-y:Clc<:>s§+C2sin§,xER}
4. Najdéte alespon jedno partikularni feseni diferencialni rovnice se spec. pravou stra-
nou:
a) Y’ + 5y + 6y = e 2" [yp = we™ 27
b) ¢ + 5y +6y =T lyp = 5]
c) ¥y +5y +6y=T+e > lyp = 2 + we™]
d) ' +y=—sin2z [yp = %sin 2z]
e) y' +2y +y=2a%—-12. [yp = 22 — 42 — €]
5. Najdéte obecné teSeni diferencialni rovnice:
a) y" 4+ 4y = 8sin2x [y = C}cos2x + Cysin 2z — 2z cos 2x , x € [R]
b) y" —3y' + 2y = e** + 2z — 3 [y = Cre® + Coe®* + ze? + z z € R|
¢) Y +2y +y=e* [y = Cre ™ + Cowe™ + La*e ™™ |z € R]
d) y”—i—4y +4y = —2e % [y = Cre™ + Coxe™ — 2?72 1 € R]
e) y' — 4y + 4y = 8e** . [y = Cre* + Chwe® + 422 1 € R]

6. Najdete partikularni feseni diferencialni rovnice
9" — 6y +y =0

pti pocatecnich podminkach y(0) = 0, ¥/'(0) = 2. Y= 2xe3® 3 € R}



-]

. Najdéte partikularni reSeni diferencialni rovnice
y" =8y +20y =0
pii pocatecnich podminkach y(0) = 1, 4/(0) = —2. [y = € (cos 2z — 3sin2z) ,z € R]
. Najdéte partikularni reseni diferencialni rovnice
49" =3y —y =0
pti pocatecnich podminkach 4(0) = =2, ¢'(0) = 3. [y = 2¢* — 4% . € R]
. Najdéte partikularni feseni diferencialni rovnice

Y’ — 3y = —6xe™

pii pocdtecnich podminkach y(0) = 0,4/(0) =& [y = —1 + *(1 — 2? + 22) ,2 € R]
. Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice
a) ¥+ 6y + 9y = 1273 (z — 1) [y = Cre™ 4 Chae™3* + 22e73%(22 — 6)]
b) v — 2y +2y=e"cosx [y = Cre” cosz + Coe” sinx + e’ sin 7]
)Y +2y +y=e"+e* [y = Cre™ + Come™ + de” + Lae™]
d) " +5y" +4y =8z — 3 [-y =C + Cye™ + Cye™ + z(x — %)}
e) yu o 4_yf 4 4y — Beh [y — Clei.c + 023:9235 4 %:32@2.;:}

f) ¥ — 4y + 4y =e* coszx. [y = Cre* + Coze* — e cos a]
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Moudry je ten, kdo znad spiSe uzitecné véci neZ mnoho veéci.
Aischylos
ROZCVICKA
a) Najdéte vsechna feseni diferencidlni rovnice
y(r—1)=yhy.

Rozhodnéte, zda je mozné v bodé [1, 1] pouzit slepeni reseni.

[y = eC@=1) glepend funkce by v daném bodé neméla derivaci}

b) Najdéte teseni tlohy
y/// _ 2y// _"_ y/ — e$
s podminkou y(0) = %/(0) =0, y"(0) = 1. [y = %xzeﬂ

SNiZENI RADU

a) Metodou snizeni fddu feste diferencidlni rovnici

y'+y =
[y=Cr+Coe™+x—In(e*+1)—e *In(e” + 1)]
b) Metodou snizeni fadu najdéte viechna feseni diferencidlni rovnice
y"+y" =2y =0.
[y = C) + Cye” + C3e™ |z € R]

¢) Metodou snizeni fadu teste diferencidlni rovnici

s (W)
=

s pocatecni podminkou y(1) =1, ¢/(1) = 1. [y =1(z*+ 1),z € (0, oo)}

HOMOGENNI A HOMOGENIZOVATELNE ROVNICE

, 2y

a)y-;—i—l ly=Cx?> —2,C € R,z >0, resp. x < 0]
20 —y+9

b))y =—-—-F— 1)2 -2 1 2 2 =

)y =2yt 300+ 1 =20+ 5)(y+ 1) + 20 +5)* = C

BERNOULLIHO ROVNICE

a) vy +y=1y*Inx [y(1+ Cx +1nzx) =0

b) v = , >0 [y? — Cz? + 22 = 0]
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LVyhybdm se s hruzou nejjednodussimu scéitani; ale podnes lituji, Ze jsem nebyl ani
trochu zasvécen do tajemstvi integrdalu a diferencidlu. Nebot neni, myslim, ucelem stredni
skoly, aby absolvent podrzel slovicka a vzorce, jimZ se ucil, nybrz myslenkove metody, na

kterych to vse visi. Umét, to je docasné, ale porozumeét, to je trvalé obohaceni ducha.”
K. Capek

APLIKACE URCITEHO INTEGRALU - OPAKOVANT{

Objem rotac¢niho télesa

b
Ve=m / y? (z) dz

1. Vypoctéte objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohraniceného grafem

funkce
a) f(z) =L /cost, z€ (2 00)
b) f(z) =1y/sinl, € (L 00)
a osou = kolem osy . Nacrtnéte graf funkce f(z). [a) 7; b) 27]

2. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného grafem

funkce 1
f#) = ———==, 20
V(1 +22)3
a osou x kolem osy x. Nacrtnéte graf funkce f(x). (& ]

3. Vypoctéte objem rotac¢niho valce o poloméru podstavy R a vysce v.

4. Vypoctéte objem koule o poloméru R.

5. Vypo¢téte objem paraboloidu vysky v. [2m0v?
6. Vypoctéte objem rotacniho kuzele o poloméru podstavy R a vysce v.

7. Vypoctéte objem elipsoidu urc¢eného rovnici

1’2 y2 ZZ

StEts =1

8. Vypoctéte objem sudu s parabolickou oblinou, je-li polomér dna r, polomér stied-
niho fezu p > r a vyska sudu v.



9. Objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce omezeného podminkami 0 <
a<x<b 0<y<y(r) (kde y(x) pfedstavuje spojitou funkei), kolem osy vy, je
roven

b
V, = 27r/ xy(x) de.
Dokazte!

10. Vypoctéte objem télesa omezeného plochou, kterd vznikne rotaci kiivky y = sin z,

0<z<nm
a) kolem osy =, [V, = in?]
b) kolem osy y. [V, = 277

Délka krivky dané parametricky

L— / EOR T WORd

1. Vypoctéte délku kiivky zadané parametricky
) - (1 + 2t)37 y(t) = (2 - t)3a le <_%7 2> [%( \ 203 — 27 53)
) a(t) = VI=1, y(t) = VI+i, te(-11) 5
c) z(t) =v4—1t2, y(t)=t+1, te(-2,2) [

d) z(t)=2—1t, y(t) =vV9—1t2, te€(-3,3). 37

2. Vypoctéte délku jednoho oblouku cykloidy o parametrizaci

S
3

e

x(t) = a(t —sint), y(t) = a(l — cost),a > 0,0 <t < 27.
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»Moudrost neni produktem vzdéldani,
ale celoZivotnim usilim.“

A. Finstein
APLIKACE URCITEHO INTEGRALU — POKRACOVANI
1. Urcete plosny obsah obrazce ohranic¢eného grafy funkei
y=sin|z| a y= 1—10(x —27)(z + 27m), x € (—2m;2m).
Obrazec nactrtnéte! H—gﬂﬂ
2. Urcete plosny obsah obrazce ohrani¢eného polarni osou a jednim zavitem Archimé-
dovy spiraly dané v polarnich soufadnicich rovnici r = ¢. [%71‘3}
3. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného grafem funkce
fiy=x>—2x—2 aosoucz. 2]
4. Urcete obsah obrazce omezeného kiivkami o rovnicich
y = 22 a y=2—a°. [%]
5. Urcete obsah obrazce omezeného ki¥ivkami o rovnicich
y = a3 a y = 4x. 8]
6. Urcete obsah obrazce omezeného krivkami o rovnicich
y=2 y=2a x=0. 2 — (In2)7!]
7. Urcete obsah obrazce ohrani¢eného parabolou P : y = —2? + 42 — 3 a jejimi tecnami
v bodech Ty = [0, y1] a Ty = [3, y]. [%]
8. Urcete obsah rovinného obrazce ohranic¢eného grafy funkci
f(x):%cos?’x, g(x) =cosz,z € (=5;5). [%]
9. Urcete obsah rovinného obrazce ohranic¢eného grafy funkci
flz)=2x—2%, g(x)=22>—4z,ah(xr)=—x. (2]
10. Urcete obsah obrazce omezeného kiivkami o rovnicich
r=1, y=22-1 a y=2—|r—1], z € (—oc;1). (%]
11. Vypoctéte plosny obsah obrazce ohranic¢eného grafy funkci

a) f(z)=tgz, g(x)=tg?x, < (0,%) (2 —1+1nv2]
b) f(z) =2z —-1)In(1—=z), g(z)=0, z€(0,3)

¢) f(x) =wxcos2x, g(x)=0, ze€(-%,0). |



12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

Vypoctéte délku astroidy o parametrizaci x(t) = acos®t, y(t) = asin®t, a > 0,

t € (0;2m). Jak velky plosny obrazec tato kiivka ohranicuje? [6a; %W&Q]
Vypoctéte délku oblouku grafu funkce y = Insinz, x € (3; §7T> [In 3]
Ktivka r = sin 2¢pp méa tvar ,dvojlistku®.

Vypoctéte plosny obsah P jednoho listku. (5]

Vypoctéte délku kiivky zadané v polarnich soutadnicich

r(p) =4y, ¢ €(0,2m). [4mV1+ 472 + 21n(271 + V1 + 472)]
— OTTOTOK —

Vypoctéte moment setrvacnosti rota¢niho valce o hmotnosti m a poloméru R vzhle-
dem k ose rotace. [J = %mRz}

Vypoctéte moment setrvacnosti plné homogenni koule o hmotnosti m a poloméru
R vzhledem k ose jdouci jejim stfedem. [J = %mRz}

Vypoctéte moment setrvacnosti rotacniho kuzele o hmotnosti m a poloméru R vzhle-
dem k ose rotace. [J = %mRZ}
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Zvédavost je nezrizend touha poznat véci neuZitecné a zakdzané.
Jan Amos Komensky

DVOJNY INTEGRAL

& Teoreticky zdklad: dvojny integrédl, Fubiniho véta

1. Provedte zaménu poradi integrace:

1 [ Vi—a? 1 [ V1-v?
J{ [ flydy) de. S ] [fleyde] dy
“1 0 o \_/im?
2. Vypoctéte:
2 [ferdedy, D= (0,1) x (0,1) (e — 17
D
b) fl{xsinydxdy, D =(1,2) x(0,%) 2]
o) [[(z+y)dzdy, D= {(z,y);2* +y?> < 2,2 >0,y >0} [%x/ﬂ
D
d) [[x¥dzdy, D =(0,1) x (1,2) [In 3]
D
e) [[yx*e™ dady, D =(0,1) x (0,2) 2]
D
3. Vypoctéte dvojny integral
// eV dg dy,
M
jestlize mnozina M je trojuhelnik s vrcholy [0, 0], [0, 1], [1,1]. [1-1]
4. Vypoctéte dvojny integral
// " dady,
M
jestlize mnozina M je trojuhelnik s vrcholy [—1,0], [1,0], [0, —1]. [e;?’]
5. Vypoctéte dvojny integral
// e’ dxdy,
M
jestlize mnozina M je lichobéznik s vrcholy A = [-2,0], B = [-1,0], C = [0, 1],

D =10,2]. [1—et+e?]



6.

10.

11.

12.

Vypoctéte dvojny integral

//cos(x—i—y)dxdy,
M

jestlize mnozina M je trojuhelnik ohrani¢eny primkami y =x, x =0,y =m. [—2]

//dedy,
y—ZE
M

jestlize mnozina M je rovnobéznik s vrcholy A = [0,—2], B = [2,0], C' = [0, —3],
D=[2,-1]. [In®2 — In* 3]

. Vypoctéte dvojny integral

Provedte zaménu poradi integrace:

/ / cos ¥ dz dy,
4x
S\
2
. . . 20 Ty 8
a integral vypoctéte. J [ cos—=dy| de=2
0 \—2z dx "
. Vypoctéte dvojny integral
/ / zy? dzdy,
M
jestlize mnozina M = {(z,y) e R* | 2> +y* < 1L,z +y — 1> 0}. [55]
Vypoctéte dvojny integral
2
x
/ / — dzdy,
)
M
jestlize mnozina M je ohranicena kiivkami y =x, v =2, y = % [%}

Vypoctéte pomoci dvojného integralu obsah trojihelniku AABC, kde A = [0, 0],
B = [-3,-3|, C = [1,—1]. Spravnost vysledku si poté ovérte pomoci analytické

geometrie.
/ / drdy,

M

Vypoctéte integral

jestlize mnoZina M je ohranicend kiivkami y =4 —z, x +y = 12, y? = 2. [@}
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, Predstavivost je jedina zbran ve valce proti realite.

DVOJNY INTEGRAL — SUBSTITUCE

& Teoreticky zaklad: dvojny integral, Fubiniho véta, polarni souradnice, Jacobiho ma-
tice

1. Vypoctéte

//Sin\/x2+y2dxdy,
M

jestlize M = {(x,y) € R? | n* < 2% +¢* < 4r?}. [—67?]

2. Vypoctéte
//($+y)dxdy,
M

jestlize M = {(x,y) e R?* | 22 +¢y> < 2,2 >0,y > 0}. [4v/2]

3. Vypoctéte
//f(fv,y)dxdy, [, y) =\ 4= v+,
D

jestlize D zna¢i prirozeny defini¢ni obor funkce f(z,y). [21—%6#}

4. Vypoctéte
//\/x—i-y sin (z — y)dz dy,
M

jestlize M je ctyfahelnik s vrcholy [0,0], [2,2], [5,—3], 2+ 5,2 — 5] (48]

5. Vypoctéte
[ 2
M

. .y 2 :L.Z y2 2

jestlize M = {(z,y) € R* | = + ” <1,a,b>0}. [2mab)
6. Vypoctéte

/ Va2 +y?dady,
M
jestlize M = {(x,y) € R* | 2 + y* < R* R > 0}. (27 R

7. Vypoctéte

J[ 1w g =

jestlize D znadi ptirozeny definiéni obor funkce f(z,y). [27]



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Vypoctéte

// (w;ry)dxdy’

jestlize M = {(x,y) e R? | 1 < 2% +94*> <36, —x <y < z}. (327
. Vypoctéte
//(:E+y)dxdy,
M
jestlize uzaviend oblast M je ohranicena kiivkou 22 + y? = z + y. [g}
Vypoctéte
// e dr dy,
M

jestlize uzaviend oblast M je ohranicena trojuhelnikem s vrcholy [0, 0], [1,0], [0, 1].
[i(e = 2)]

Vypoététe miru mnoziny M C E?, ohrani¢ené kiivkami
y=0 22+’ =1, y=o,2=2. [2— 2]

Uvazujte mnozinu M z predchozi tlohy a vypoctéte
/ / dx dy
J /22 1 42
2In(1+v2) - 7]
Vypo¢téte miru mnoziny M C E?, ohrani¢ené srdcovkou (kardoidou)
r(¢) =1+cosp, @€ (0,2m). [37]
Vypoététe miru mnoziny M C E?, ohranic¢ené lemniskatou
(22 +y%)? = 2a°(a® — y?). [2a?]

Dvojnym nebo trojnym integralem vypoctéte objem télesa, které je ohranic¢eno plo-
chami z=16(z* +y?) — 64, z=0. [1287]
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Z toho, co clovek znd, nelze usuzovat, kolik neznd.

TROJNY INTEGRAL

& Teoreticky zaklad: trojny integral, Fubiniho véta, sférické, eliptické a véalcové souradnice

[M// (x2y— 5) dz dydz,

jestlize M = (0,1) x (1,2) x (0,2). [1—2In2

1. Vypoctéte

2. Vypoctéte objem elementérniho ¢tytsténu (tj. ¢tyrsténu o vrcholech [0, 0, 0], [1,0, 0],
0,1,0], 0,0, 1]). (6]
3. Vypoctéte miru mnoziny M ohrani¢ené rovinami x =0,y =0, 2 =0, x +y = 1,
z =z +y, lezici v prvnim oktantu. [%]

4. Vypoctéte objem télesa ohraniceného plochou z = 4 — 22 — 42 a rovinou z = 0. [87]

5. Vypoctéte

///\/xQ—I—y?—i—ldxdydz,
M

jestlize M = {(z,y,2) e R® | 2> + 3> < 1,2 < 1,2 >0,y > 0,z > 0}. [%(2\/5—1)}

J|[ vazayaz.

6. Vypoctéte

M
jestlize M = {(z,y,2) €R® | £ >0,y > 0,1/22 + 3> < 2 < 2} H
7. Vypoctéte
///zdxdydz,
M
jestlize M = {(z,y,2) € R® | /a2 + 42 < 2 < 6}. (3247

8. Vypoctéte miru mnoziny M lezici v prvnim oktantu, ohranicené podminkami
P4+ 22=16,3y — 22 =0,2=0, 2z =0. 32]

9. Vypoctéte sttedni hodnotu funkce

flz,y,2) =2

na elementarnim ¢tyfsténu o vrcholech [0,0, 0], [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1]. 4]



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Vypoctéte

///(:c2+y2)zdxdydz,

kde D C R? je vélec o poloméru podstavy r = 2 a vyice v = 5, osa vélce je totoznd

s osou z, podstava valce lezi v roviné z = 0, z > 0. [1007]
Vypoctéte
///(:B2 +y?)dzdydz,
D
kde mnozina D C R? je omezend plochami z? + y? = 2z, z = 2. [%ﬂ

Vypoététe miru mnoziny M C R3, kde

M:{(x,y,z)ER3|x2+y2§r2, x>0, ngggx}, r,v>0.

,
v

Vypoététe miru mnoziny M C R3, kde

M = {(a:,y,z) ER’ | 22 +9* + 2% < 2az, z> \/m} , a>0.
[ra’]
Vypoctéte objem télesa ohraniceného plochou
() () + ()] =ae aneso.

a b c

[%Wa%c}

Vypoctéte

JJf a vz

D
kde mnozina D = {(z,y,2) € R? | 22 +y* + 22 <25, 2% +y* > 16}. Vysledek ovéite
pomoci vztaht pro vypocet objemu koule, vélce a kulového vrchliku (rozmyslete si,
jak mnozina D vypadd). [367]

JJf azdva.

D
kde mnozina D = {(z,y,2) € R® | 2% + y* + 2% < 25, 2%+ y* < 9}. Vysledek ovérte
pomoci vztaht pro vypocet objemu koule, valce a kulového vrchliku (rozmyslete si,
jak mnozina D vypadd).
244
—
3

Vypoctéte
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,Povéz mi a zapomenu; ukaZ mi a jd si vzpomenu;
ale nech mne se zucastnit a ja pochopim.“
Konfucius

APLIKACE DVOJNEHO A TROJNEHO INTEGRALU

O Hmotnost m télesa o objemu V' a hustoté o(z,y, 2):

m=[[] dtep.2)deaya:

@ Souradnice tézisté 2dim desky D:
JJ zo(z,y)dz dy JJ yolz,y) dzdy
D D

- fl{ o(ry)dedy 1T f»,[ o(x,y) da dy

X

© Moment setrvacnosti 2dim desky D vzhledem k soufadnicovym osam z, y:

LL:// y*o(z,y) dz dy, [y:// 2?o(z,y) dr dy
D D

Q Moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose z:

I = /// (2?2 +y*)o(z,y, z) drdy dz

Vv

ay=2*, z+y=2a, (a>0).

JR— 1 . _8
rr = 26% Yyr = 5a

Vv

3. Vypoctéte objem koule o poloméru R

a) pomoci vztahu pro objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci grafu funkce jedné
proménné kolem osy z,



10.

b) pomoci dvojného integralu,

¢) pomoci trojného integralu.

. Vypoctéte souradnice hmotného stfedu homogenni polokruhové desky o poloméru

4R
R a stfedu v pocatku soustavy souradné. xr=0; yr= E
™
. Vypoctéte hmotnost polokoule o poloméru R se stiedem v pocatku, lezici v poloro-
A )
vingé z > 0, je-li jeji hustota o(z,y, 2) = 22 + y2. [1—57rR5

Vv

T\ 2 Y 2 2\ 2
G)+(G)+() =t =20
3
|:xT:0§ yr = 0; ZTzéc}
x(t) = a(t —sint) ,y(t) = a(l —cost), a>0, te€(0,2m).

[SL’T =Ta; Yr = %CL}

Rozlozeni tlaku p na plose

)+ (2) <
ron (-~ ()).

Vypoctéte stiedni hodnotu tlaku pusobiciho na tuto plochu. [%po}

je dano vztahem

. Vypoctéte momenty setrvacnosti I, I, vzhledem k soufadnicovym osdm x, y ho-

mogenni oblasti ohranicené kardoidou
r=a(l+cosp),a>0,¢ € (0,27).

21 49
I, = —ma*; I, = —rat
32 32

Urcete moment setrvacnosti homogenni koule hmotnosti m o poloméru R a stfedu
[0, 0, 0] vzhledem k ose z. [2mR?]
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,Neucime se pro skolu, ale pro Zivot.“
Seneca

KRIVKOVY INTEGRAL ZE SKALARNIHO POLE

1.

Odvodte vzorec pro vypocet délky krivky zadané v polarnich soutadnicich rovnici

r=1(0), ¢ € (o, ) (L= [ VO + (@) dy

Najdéte parametrické vyjadieni kfivky zadané rovnici

Vypoctéte délku této kiivky. lastroida, 6]

. Vypoctéte délku srdcovky popsané rovnici

r=r(p)=1+cose, pe(0,2m).

8]
. Vypoctéte délku cykloidy C':
z(t) = a(t —sint), y(t) = a(l —cost), a>0, te (0, 2n).
[8a]
. Vypoctéte délku kiivky dané parametricky:
2
o) = o ) = T e (-L1).
[]
. Vypoctéte hmotnost dratu ohnutého do tvaru ¢tvrtiny astroidy
x(t) = cos’t, y(t) =sin’t, t¢ <0, g>
o hustoté o(z,y) = ¥y. (7]

. Vypoctéte délku jednoho zavitu Archimédovy spiraly

r=r(p) =ap,a>0,¢ € (0,27).
[a (27V14 472 +1In (27 + V1 + 472))]

/x+y
c

kde C' je tsetka AB, kde A =1[0,2] a B = [2,4]. [% : 13}

. Vypoctéte



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Vypoctéte

/ \2yds,
C
kde C' je tsek cykloidy z(t) = a(t — sint), y(t) = a(1 — cost), a > 0, t € (0, 27).
[4may/a]
Vypoctéte
/(az2+y2+22)d$,

C
kde C' je tisek Sroubovice x(t) = acost, y(t) = asint, z(t) = bt, a,b € R, t € (0, 27).

[\/m(%r(f + %7?31)2)}

Vypoctéte
/ (x +y)ds,
c
kde C' je obvod trojihelniku ABC, A =[0,0], B = [1,0], C = [0,1]. [1+ V2]
Vypoctéte
/ (z +y)ds,
c
kde C' je obvod poloviny kruhu, ktery mé stfed v bodé S = [0, 0], polomér r = 4 a
lezi v poloroviné =z +y > 0. [32\/5}
Vypoctéte
/ zds,
c

kde C je kiivka x = tcost, y = tsint, z =t, t € (0, 2m). [%ﬂ ((1 +27r2)% — 1)}

Vypoctéte

/zds,

c
kde C je éast kiivky @ = t> — 4, y = 2+ 2t, 2 = 2t, t € R, mexzi jejimi priseéiky
s rovinami y = 0, z = 0. [%(2\/5 - 3\/3)}
Vypoctéte

(3z + z) ds,

o O—

kde C je tse¢ka AB, A =1[4,1,3], B =[2,3,3]. [24V/2]
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,Nestacti veédét, védéni se musi pouZit. “

Goethe
KRIVKOVY INTEGRAL ZE SKALARNIHO A VEKTOROVEHO POLE
1. Vypoctéte
/ (z+y+2z)ds,
c
kde kiivka C' je dana parametrickymi rovnicemi:
x(t) = 4sint, y(t) = sint — 3cost, z(t) =sint + 3cost, t € (0, 7). [12V/18]

2. Vypoététe hmotnost oblouku ve tvaru kiivky y = lnz, = € (z1,29), 0 < 27 < xy,
je-li linearni hustota v libovolném bodé kfivky c¢iselné rovna ¢tverci vzdalenosti

1
tohoto bodu od osy . [— ((1 + x%)% —(1+ x%)gﬂ

3
/(y+z)ds,

C

3. Vypoctéte

kde kiivka C' je tvofena obloukem kiivky = = ¢, y = cost, z = sint, t € (—m,7) a
useckou, kterd spojuje koncové body tohoto oblouku. [—27]

4. Vypoctéte

/ yds,
c
kde C' je obvod parabolické tisede —1 < z < —y%. 0]
5. Vypoctéte
/ sin 2z ds ,
c

kde C' je obloukem grafu funkce f(x) = cosz na intervalu <0, g> [2(2v2 - 1)]

6. Vypoctéte

/ Vaz+y?ds,
c
kde kiivka C' je kruznice o rovnici (x — 1)% + y? = 1. 8]

/zds,

C
kde kiivka C' = {(z,y,2) € R® | 22 + ¢y + 22 = 1,2 > 0,2 > 0,y = 0}. 1]

7. Vypoctéte



10.

11.

12.

13.

14.

. Vypoctéte

/xyds,
c

kde kitvka C' = {(z,y) € R* | £ +¢*> = 1,2 > 0,y > 0}. (2]
. Vypoctéte
/ <2xex2+2y dr + 26"+ dy) ,
C
kde kiivka C' je ¢tvrtkruznice z*+y? = 8 z bodu A = [2, —2] do bodu B = [-2, —2].
K¥ivku C' nacrtnéte. 0]

Vypoététe délku kiivky C: z(t) = sin4¢, y(t) = cos4t, z(t) = —=3t, t € (=%, %). [57]

Vypoctéte
/(2:cy +2) dx + (2% + 4y) dy,
C
kde kiivka C je ¢ast elipsy 922 + 4y? = 36 mezi body A = [0,3] a B = [2,0]. K¥ivku
C' nadrtnéte. [—14]
Vypoctéte
/ yds,
C
kde kiivka C' je obvodem kruhové tsece 2 +y2 <2,y > + V2. [2 + \/ﬂ
Vypoctéte

/yzds,
C

kde C' je obvod pulkruhu se stfedem v pocatku, polomérem r = 2, ktery lezi v po-

loroviné x < 0. Pozn. Obvod pulkruhu je pulkruznice a usecka. [471' + ?}
Vypoctéte
/ dr —dy
r+y
c

kde kiivka C' je obvodem ¢tverce ABCD, kde A = [1,0], B = [0,1], C' = [-1,0].
[

Uvazujte kiivku orientovanou v kladném smyslu.
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,Vzdéldni ma hotké koreny,
ale sladké ovoce.“

Démokritos
POTENCIAL VEKTOROVEHO POLE
1. Najdéte potencial vektorového pole F:
a) Fla,y) = (2072, 207"+20) Ula,y) =20 4. €
- 2x(1—¢Y) e e’ —1
b) F = U = C
) F(z,y) <(1+x2)2,1+x2) [ (z,y) T2t }
¢) F(z,y) = (e "siny, —e " cosy) U(z,y) = —e “siny + (]
d) F(z,y,2) = (x,—(y + 2),y) [pole nemé potecial]
ol 2 2 2 L g
e) Flz,y) = (2zy, 2> +y7) Ulwy) =2y + 39"+ C
= y + 2z + 239> x
f) Fla,y) = < I+ 227 1+ a2 [U(z,y) = arctg (zy) + 22 + C]
l : 2 2 2 2
g) F(x,y) = |2z cosy,siny o5 - [U(z,y) =z cosy + tg?y + C]
) Foa) = (oo 4o s o)
’ (y—=)? (-
2 3 x
U =Inly— — - — C
Vo) =l o+ G -2 - Ly

2. Ovérte, ze diferencialni forma

dy

1 1 T
arccosy + — | do + —
( Y :172) 2,/y+1 V1—1y?

je totalnim diferencidlem néjaké funkce f(x,y) na oblasti G. Urcete tuto oblast a
funkei f(z,y) tak, aby platilo f(1, %) =0.

G={(z,y) eR¥z >0A—3 <y<1}

f(xay):xarccosy—%+ y+%_%



. Ovéftte, ze dané vektorové pole je potencidlni a vypoctéte kiivkovy integral
/(3312 —x)dx + (6ry — y*) dy,
C
kde C je &4st paraboly y?> = z probihan od bodu A = [4, —2] do bodu B = [0, 0].
128
(5]
. Ovétte, ze funkce U(x,y) = ze*t¥, (x,y) € R X R, je potencidlem vektorového pole

(e (z + 1), we™)
a vypoctéte krivkovy integral
/(az +1)e" ™ da + ze" dy ,
c

kde C je ¢ast paraboly y = (x — 1)? mezi body A = [1,0] a B = [0, 1], probihan4 od
bodu A do bodu B. K¥ivku C nakreslete. [—e]

. Oveite, ze vektorové pole (2xy, x2) je potencidlni a vypoctéte kiivkovy integral

/Q:Eyd:erxzdy,
C

kde C je ¢4st elipsy 922 + 4y? = 36 mezi body A = [0,3] a B = [2,0], probihan4 od
bodu A do bodu B. [0]

. Oveérte, ze diferencialni forma

Ly B
Y2 — 12 N
je totalnim diferencidlem funkce f(z,y) = arcsinf, y>0 —y<z<y a
)

vypoctete
x

1
- ————_dy,
C/ /y2_x2 t Yy /y2_~'172 Y

kde C je ¢ast paraboly y = 3 — 22 probihan4 od bodu A = [1,y4] do bodu B =
[—1, yg]. Kfivku C' nakreslete. [_g}
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Llak, jak je snadné derivovant,
tak nesnadné je integrovani.
J. Bernoulli

POTENCIAL, ROVNICE VE TVARU TOTALN{HO DIFERENCIALU

1. Urcete readlna cisla a, b tak, aby vektorové pole

- ay 2x 1 ba? +y
F(z,y) = (?—?—l—m,lnx—T

bylo potencidlni. Vypoctéte pro tento piipad potencial daného pole.

? 1
[azlabz—% U(x,y)zylnx—x—z+\/5+—+0}
y y

2. Reste nésledujici diferencialni rovnice. Je-li to nutné, pouzijte metodu integrac¢niho

faktoru:
2 2 _ 2 La o 13
a) (x? —2zy)de + (y* —2*)dy =0 3% —xy+§y =C,CeR
b) e *dy+ (1 —ye *)dx =0 [z +ye ™ =C,CeR]
Y 3 _ Ly ]
c) de—l—(y +Inz)dy =0 ylnx+1y =C,CeR

d) 2z(1+ /22 —y)dz — /22 —ydy =0 [x2+§\/(x2 —y)pP=C,C¢e R:

e) (*+y+az)dr+ 2yz* —x)dy =0 [:E—g+ln|x|+y2=C,CER:
f) (zy* +y)dr —xdy =0 {%erg:C,CGR—
g) (1—y?)dz+aydy=0 [y> —1=Ca2? C € R]
h) (1+y?)de—zdy=0 [xe_arCtgy:C,CeR

i) (sinz +eY)dxr +cosxdy =0 [t —eYcosz =C,C € R]



j) (zsiny +y)dz + (x2cosy + xlnz)dy = 0 [xsiny +ylnz = C,C € R]

k) 2zydx + (22 — y?)dy =0 {:ﬂy—%y?’:C,CER]
) (2 —92y*)zdr + (4y? — 62%)ydy = 0 (22 —32%y* +y* = C,C € R]
m) (y+2?)de —xdy =0 [x—%:C,CER}
n) (y+e*)y’' + %yz +2ye” =0 Berw +ye®® =(C,C € R]

3. Pii rovinném proudéni je tvar proudnic urcen diferencialni rovnici

dx dy
— =0.
Um(xuy) Uy(x7y)
Urcete tvar proudnic, jestlize pro slozky rychlosti plati v, = 2ax, v, = —2ay, kde a
je konstanta. [zy = K, K € R]

4. Reste danou diferencialni rovnici

3zy + v+ (22 +ay)y’ =0
T . 3 Lo
s poc¢atecni podminkou y(2) = 1. x°y + STy = 10

5. Reste danou diferencidlni rovnici

e4x e4x
<x4+ —4) + <4ysiny2 — —5) y' =
Y Y

1
s poc¢atecni podminkou y(0) = 1. [g:cf’ + 17 2cosy” = 1 2 cos 1}
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Inteligence neni choroba nakazlivd. ¢

O. Wilde

POTENCIAL VEKTOROVEHO POLE TRI PROMENNYCH

1. Ovérte, ze diferencialni forma

1 Y 1
<m — m) dx + <arccotga: — E) dy + dz

je totalnim diferencidlem néjaké funkce f(z,y, z) na oblasti G. Uréete tuto oblast a
funkei f(z,y, z) tak, aby platilo f(1,—1,0) = Z

G ={(2,y,2) €R*|x >0,y <0,z € R}
f(xa?/yz)Zyarccotg:p+\/§+i+z+%

2. Urcete defini¢ni obor vektorového pole

= T 3 2%+ 3
F — (22 -2, ——2 4 2421
(x,y, 2) (:c nz VY, \/§+ 2y nz, 57

a zjistéte, zda je potencialni. V kladném pripadé najdéte ptislusny potencial.

reER,y>0,2>0

1’2

1
Ulx,y,2) = Elnz—2x\/§+ §y3lnz+C’,C€R

3. Urcete defini¢éni obor vektorového pole
- Inz 1 =z 2/x P
F — (22 _2 Lo VLY
(l’,y,Z) ( ’ 2+ y\/ga > +2\/E

a zjistéte, zda je potencialni. V kladném pripadé najdéte ptislusny potencial.

r>0,y#0,2>0
U(x,y,z):2ﬁlnz—§+y2ﬁ+C,CER

4. Urcete defini¢ni obor vektorového pole

Flond) = (s y )

22+ oyt 422w 4yt 4 2 4y A 22

a zjistéte, zda je potencialni. V kladném pripadé najdéte ptislusny potencial.

[:c2+y2+227é0 }

Ulx,y,z) =lny/22+y>+224+C,C R



5. Zjistéte, zda diferencialni forma
(y2 + 2u2? — 1) dx + 2xy dy + (2:1:22 + 23) dz
je totalnim diferencidlem. Pokud ano, vypoctéte potencidl U(x,y, ).
{U(az,y,z) = zy? + 2%2° —x+iz4+C,C ER}

6. Ovétte, ze vektorového pole

s 1

22y a2+ 22 ay? 2422 ay
je potencialni v oblasti
G={(r,y,2) €R*|z>0,y>0,2>0}.
Najdéte jeho potencial U.

[U(:p,y,z) :_x_zy —arctg§+C,C€R]

7. Urcete rotaci vektorového pole

kde 7= (z,y, 2), T # 0. [rotﬁzﬁ}
8. Ovérte, ze pro silové pole
Flz,y,2) = (y> + 2222 — 1, 2zy, 22%2 + 2°)

plati identita . . .
rot (rot F') = grad(div F') — AF.

- F. F, F

Napovéda: div F = 8&; + aayy + 68;
OF OF OF
dF =(—,—,—
sra (ax "oy 0z

rotﬁ =

or, 0F, or, OF, 0F, OF
dy 0z 0z or  Ox dy
0?F, N 0PF, N 0?F,

0x? 0y? 072

sk
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, Pokud nedélas chyby, nepracujes na dostatecné
tezkych problémech. A to je velkd chyba.*

F. Wikzek
OPAKOVANI — KRIVKOVY INTEGRAL
1. Vypoctéte
/ ds,
c
kde kiivka C' je grafem funkce y = f(x) = arcsinz + V1 — 22, || < 1. 4]
2. Vypoctéte
/(x+y)dx+(y—x)dy,
c
kde kiivka C' = {(z,y) € R? | 22 +y* = 4} (orientaci kiivky volte v kladném smyslu
otaceni). [—87]
3. Vypoctéte
/ydx —xdy + zdz,
c
kde kiivka C' je kladné orientovanou hranici oblasti
O={(z,y,2) R |3z +2y+62=6,2>0,y >0,z > 0}. [—6]
4. Vypoctéte
/ ds
r+y—1"
c
kde kiivka C je tsecka AB, kde A = [1,2], B = [3,4]. [@ In 3}
5. Vypoctéte
/x2dx+y2dy—|—z2dz,

C

kde C = {(z,y,2) eR® | 2?2 +¢y> + 22 =4, x =y,z > 0}. i%ﬁ (dle orientace)

/ﬁ~dfF,

C

6. Vypoctéte

kde F = (r — 2,1 — zy,y) a kiivka C' je dand parametrickymi rovnicemi = = ¢,
29

y=1% z =13t € (0,1), orientovana souhlasné s rostoucim parametrem. T



7. Vypoctéte
/arctg Yy dy — dx,
x

c
kde C je uzaviend kiivka tvofend obloukem paraboly y = 22 a tseckou y = z,
x € (0,1), obithana v zdporném smyslu. [1 — ﬂ
8. Vypoctéte
/2:cy dz + (2° + y*)dy,
©
kde kiivka ¢ je grafem funkce y = —\/x, € (0,1) (orientaci kiivky volte ve sméru
rostouciho ). [—3]
9. Vypoctéte
/ F.dr,

c
kde F = (2% — 2xy,y* — 2xy) a kiivka C je tvofena obloukem paraboly y = 2,
1]
15

(—1,1) (orientaci kfivky volte ve sméru rostouciho ).

10. Vypoctéte
/ yds,
c

[(2V2 - 6V6)]

kde C je ¢ast kiivky dané parametrickymi rovnicemi v =2, y =t, 2 =t+1,t € R,

mezi jejimi pruseciky s rovinami x =0, z = 0.

11. Ovérte, ze diferencialni forma

() (- 2)

je totalnim diferencidlem néjaké funkce f(z,y) na oblasti G. Urcete tuto oblast a

s
=7

funkei f(z,y) tak, aby platilo f(1,—1)
G={(z,y) eR* [ x>0,y <O}

12. Urcete defini¢ni obor vektorového pole

ﬁ(:v, y,z) = (23:, -2, o y)

C

f(x,y) = yy/x + arctga? —Infy[ +1

a zjistéte, zda je potencidlni. Vypoctéte [ F. dr, kde C je kiivka dana parametric-

kymi rovnicemi x = > — 1,y =1—12, 2z =2 —1t,t € (—1,1), probihan4 ve sméru
[In 3]

rostouci souradnice z.
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10 nejlepsi na konec . ...

PLOSNY INTEGRAL

1. Vypoctéte povrch anuloidu popsaného parametricky

114

r = (a+bcosv)cosu
y = (a+bcosv)sinu
z = bsinv, u € (0,2m),v € (0,2m) .
[472ab]
. Vypoctéte plosny integral
/ / xydS,
S
kde S = {[z,y,2] e R} 2?2 +¢y*=4,0<2<3,2 >0,y > 0}. [12]
. Vypoctéte plosny obsah vrchliku rota¢niho paraboloidu
z2=6—2°—y*
nad rovinou z = 0. [%ﬂ
. Vypoctéte povrch poloviny kulové sféry
S ={[r,y,2] ER*2* +y*+ 2% =4,2>0}.
[87]

. Vypoctéte povrch ¢asti zemékoule (R = 6380 km) ohranic¢eny poledniky 0° a 30°
v.d. a rovnobézkami 45° a 60° s. S.

[5TR(V3 — V2)]

. Vypoctéte plosny integral

//xdydz+ydxdz+zdxdy,
S
kde S = {[r,y,2] € R 22+ ¢y?*=1,0 < 2z < 1} a norméla 7 mifi ven. [27]

. Vypoctéte integral

/:Uyz dy — 2?ydzx,
C

kde kiivka C je kruznice 22 +y? = a? probihand v kladném smyslu. Vypocet provedte

a) pomoci Greenovy véty,



10.

11.

12.

b) bez pouziti Greenovy véty. [i7mat]

. Vypoctéte integral

[ - @y,
c
kde kiivka C je elipsa 2%/a® + y*/0? = 1 probihand v kladném smyslu. Vypodet
provedte
a) pomoci Greenovy véty,

b) bez pouziti Greenovy véty. [—2mab]

. Vypoctéte plosny integral 2. druhu

//xdydz +ydrdz + zdxdy,
S
kde S piedstavuje ,,vn&j§i stranu sféry % + y? + 22 = R2.“ [47 R?]

Vypoctéte plosny integral 2. druhu

//xQdydz+y2dxdz+z2dxdy,
S

kde S predstavuje ,,vnéjsi stranu® sféry

(x—a)’+ (y—0)>+ (2 —¢)* = R*.

[37R3a+b+0)
Vypoctéte plosny integral 2. druhu
//(y—z)dydz—l— (2 —z)drdz+ (z —y)dedy,
S
kde § predstavuje ,,vnéjsi stranu“ kuzelové plochy
o2+ =22, 0<z<h.
[0]

Vypoctéte plosny integral 2. druhu

1 1 1
//—dydz+—dxdz+—dxdy,
x Yy z
S

kde S predstavuje ,,vnéjsi stranu® elipsoidu
N 2 2 2\ 2
DO
a b c
1 1 1
[47Tabc <§ + 0 + g)]
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